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видеть, что никакое эффективное разбиение задачи ( )mZ C  не является строго эффективным.  
Тем не менее такие разбиения могут быть устойчивыми (см. следствие). 
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Summary 
A formula of the stability radius of efficient solution for the vector combinatorial partition 

problem is obtained.   
Поступила в редакцию 28.03.06. 

 
 
УДК 517.986 
 

М. А. Романова 
 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРОСТРАНСТВА МАКСИМАЛЬНЫХ ИДЕАЛОВ И ГРАНИЦЫ ШИЛОВА 
НЕКОТОРЫХ АЛГЕБР ОБОБЩЕННЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

 
Впервые рассмотрев в работе [1] обобщенные аналитические функции на пространствах 

полухарактеров полугрупп, американские математики Р. Аренс и И. Р. Зингер положили начало 
интересной теории, которая в дальнейшем не осталась незамеченной многими авторами (см., например, 
монографии [2], [3], а также обзоры [4], [5] и [6]). Целью данной работы является вычисление 
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пространства максимальных идеалов и границы Шилова алгебры обобщенных аналитических 
функций. Строго говоря, понятие обобщенной аналитичности, принятое в данной работе, является 
несколько менее ограничительным, чем в [1], и следует подходу, предложенному в [7]. 

Всюду ниже S  – записываемая мультипликативно дискретная абелева полугруппа  
с сокращениями и единицей ,e  не являющаяся группой, SSG 1−=  – (дискретная) группа частных  
для S  (см., например, [8]). 

Полухарактером полугруппы S  называется гомоморфизм ψ  полугруппы S  в мульти-
пликативную полугруппу }1|||{ ≤∈= zCzD , не являющийся тождественным нулем. Характерами 
называются полухарактеры, равные по модулю единице. 

Множество всех полухарактеров полугруппы S  далее обозначается S€ , а его 
подмножество, состоящее из неотрицательных полухарактеров, – +S€ . Наделенные топологией 
поточечной сходимости, это компактные топологические полугруппы по умножению с единицей 1 
( S€компактно как замкнутое подмножество в SD ). (Компактную) группу характеров 
полугруппы S  будем обозначать X . 

Идеал 0S  называется простым, если 0\ SS  – полугруппа. Таковым идеалом S  является 
ее подполугруппа }0)(|{:)( >∈= sSsS ρρ . Отметим, что простые идеалы – в точности 
множества нулей полухарактеров. Простые идеалы, отличные от },{\ eS  будем называть 
нетривиальными.  

Степень 0ρ  по определению есть индикатор носителя ρ  и XSz \€∈ρ  при +∈ S€ρ , 1≠ρ , 
Π∈z , где }0{Re: >=Π z  (см. [1], §7). 

Определение 1 [1]. Комплекснозначная функция F  на XS \€  называется обобщенной 
аналитической в смысле Аренса-Зингера, если F  может быть равномерно приближена на 
компактных подмножествах XS \€  функциями вида ∑ ∈= Ss ssff )()()(€ ψψ , где )(1 Slf ∈ , S€∈ψ . 

Равномерную алгебру всех функций, непрерывных на S€  и обобщенных аналитических  
в смысле Аренса-Зингера, обозначим )€(0 SA  (фактически она зависит от S , а не только от S€). 

Определение 2 [7]. Комплекснозначная функция F  на XS \€  называется обобщенной 
аналитической, если при ,ρ  ,\€ XS∈ψ  0≥ρ  функция )( ψρ zFz a  аналитична на Π   
и непрерывна в 0+ . 

Равномерную алгебру всех функций, непрерывных на S€  и обобщенных аналитических  
в смысле последнего определения, обозначим )€(SA . 

Из теоремы 7.4 в [1] сразу следует, что )€()€(0 SASA ⊂ , но строгое включение возможно. 
Далее нам понадобится следующая 
Теорема 1. Пусть }{1 eSS =∩− . Если существует такой полухарактер +∈ S€1ρ , что 

1)(0 1 << sρ  при всех Ss ∈ , es ≠ , то при всех )€(SAF ∈  

).()( ωχχ FdF
X

=∫  

Доказательство этой теоремы будет дано в совместной статье автора и А. Р. Миротина 
«Интерполяционные множества алгебры обобщенных аналитических функций». 

Определение 3. Аналитическими полиномами будем называть функции на S€  вида  

,)(€:)(
1

∑=
=

n

i iiacp ψψ  

где Cci ∈ , S€∈ψ , )(:)(€ ii aa ψψ = , Sai ∈ . 
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Определение 4. Будем говорить, что алгебра )€(SA  обладает свойством полиномиальной 

аппроксимации, если произвольная функция F  из )€(SA  может быть равномерно приближена  

на S€  аналитическими полиномами. 
Определение 5 [7]. Полугруппу S  будем называть конусом в G , если для любого Gx ∈  

найдется такой +∈ S€ρ , что 1)(~ >xρ  ( ρ~  – продолжение полухарактера ρ  наG ). 
Теорема 2. Предположим, что S  есть конус в G  и не содержит нетривиальных 

простых идеалов. Тогда )€()€( 0 SASA = . 

Доказательство. Заметим сначала, что множество )€(SA  содержится в пространстве 

)\€(2 XSH , определенном в [0], т. е. что каждая функция )€(SAF ∈  обладает следующими 
свойствами: 

1) для каждого XS \€+∈ρ  функция )(: ρχχρ FF a  принадлежит )(2 XL  и нормы всех 

таких функций в )(2 XL  ограничены в совокупности; 
 

2) для любых ,ρ  XS \€1 +∈ρ  преобразования Фурье функций 
1ρF  и 0

1ρρ
F  совпадают  

на группе частных полугруппы )(ρS ; 
3) F  обобщенная аналитическая функция в смысле определения 1. 
В самом деле, в доказательстве нуждается лишь свойство 2, которое достаточно проверить 

для единственного полухарактера ωρ = , принимающего нулевые значения. Но в этом случае оно 
сразу следует из теоремы 1, примененной к функции )( 1ψρψ Fa . 

Если теперь мы положим ,|* XFF =  то следствие 5.2 из [0] показывает, что спектр  
(т. е. носитель преобразования Фурье) функции *F  содержится в S . Поэтому для любого 0>ε  
найдется аналитический полином p  такой, что  

 

εχχ <− |)()(| Fp  для всех X∈χ . 
 

Пусть )()()( ψψψ Fp −=Φ  ),€( S∈ψ  и предположим, что |)(|||max 1€ ψΦ=Φ
S

, где 

111 χρψ = . У нас 11 ≠ρ ; кроме того, мы можем считать, что ωρ ≠1 , поскольку в силу теоремы 1 

||max|)(| Φ≤Φ Xω . 

Обозначим через κ  отображение множества }0{∪Π  в ,€S  заданное формулой 

11)( χρκ zz = . Тогда модуль аналитической в Π  функции κoΦ  достигает своего максимума  
в точке 1=z , а потому const=Φ κo  в Π . С учетом непрерывности получаем )1()0( κκ oo Φ=Φ , 

т. е. )()( 11 χψ Φ=Φ , так как у нас 10
1 =ρ . Таким образом, 

εψψ <− |)()(| Fp  для всех S€∈ψ . 

Последнее означает, что алгебра )€(SA  обладает свойством полиномиальной 

аппроксимации, т. е. )€()€( 0 SASA ⊂ . Обратное включение отмечено выше.□ 
Определение 6 [5]. Слабой оболочкой полугруппы S  называется множество 
 

}:|{][ SamnNmGaS n
aaw ∈≥∀∈∃∈= . 

 

Теорема 3. Пусть wS][  есть конус в G  и не содержит нетривиальных простых идеалов. 

Тогда пространство максимальных идеалов )€(SAΜ  алгебры )€(SA  можно отождествить с ,€S  

 а ее границу Шилова )€(SA∂  – с X . 
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Доказательству теоремы 3 предпошлем две леммы. 
Лемма 1. Отображение сужения S|ζζ a  есть топологический изоморфизм 

полугруппы полухарактеров (полугруппы неотрицательных полухарактеров, группы характеров) 
полугруппы S  и полугруппы полухарактеров (соответственно полугруппы неотрицательных 
полухарактеров, группы характеров) полугруппы wS][ . 

Доказательство. Рассмотрим отображение SSi w
€]€[: → , Si |)( ζζ =  и докажем, что оно 

осуществляет требуемый изоморфизм. 
1. Для доказательства сюрьективности воспользуемся полярным разложением ρχψ =  

),,€( XS ∈∈ + χρ  справедливым для любого полухарактера S€∈ψ . 

Характер χ  продолжается до характера группы частных SS 1−  по формуле )()(:)(~ 1 baba χχχ =
− . 

Покажем, что это определение корректно. Пусть dcbax 11 −− == , тогда adcb = . 
Следовательно, )()( adcb χχ = , т. е. 

)()()()( dabc χχχχ = . 
 

А это значит, что )()()()( dcba χχχχ = . 
Далее, χ~  – гомоморфизм, так как 

)(~)(~)()()()()()())((~)(~)(~ 111 yxdcbabdacbdacdbcaxy χχχχχχχχχχχ ===== −−− . 

Очевидно, что 1|)(~| 1 =− baχ . Следовательно, χ~  – характер. 

Положим, ww S ][|~χχ = . Тогда wχ  является характером полугруппы wS][ . Таким 

образом, каждому характеру χ  полугруппы S  сопоставляется характер wχ  слабой оболочки 

такой, что χχ =Sw | . 

Для любого wSa ][∈  положим, n n
w a )(: ρρ = , где San ∈ , Nn ∈ . Это определение 

корректно, так как 
 

kn knknn nknknn knnknn knnn n aaaaa + ++ ++ ++ + ==== )()()()()( )()( )()( ρρρρρ . 
 

Покажем, что wρ  – гомоморфизм. Возьмём натуральное n  такое, что San ∈  и Sbn ∈ . 
Тогда 

)()()()()())(()( bababaabab ww
n nn nn nnn n

w ρρρρρρρ ==== . 
 

Очевидно, что 10 ≤≤ wρ , так как a10 ≤≤ ρ .  

Следовательно, wρ  – неотрицательный полухарактер слабой оболочки и ρρ =Sw | . 

Таким образом, мы построили полухарактер www χρψ =:  полугруппы wS][ такой, что 

ψψ =)( wi . 

2. Инъективность. Рассмотрим произвольные полухарактеры 1ζ , wS]€[2 ∈ζ  такие, что 

21 ζζ ≠ , т. е. wSa ][∈∃  что )()( 21 aa ζζ ≠ . Допустим )()( 21 xx ζζ =  для любого Sx ∈ . Тогда 

)()( 21
nn aa ζζ =  при San ∈ . А это значит, что nn aa )()( 21 ζζ = . Следовательно, )()( 21 aa ζζ = . 

Противоречие. 
3. Отображение i  является гомоморфизмом, так как для любых 1ζ , wS]€[2 ∈ζ  имеем 

)()(|||)()( 21212121 ζζζζζζζζ iiSSSi === . 
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4. Наконец, так как yО  является взаимно однозначным и, очевидно, непрерывным 

отображением компакта wS]€[  на компакт S€ , то i  – гомеоморфизм. 
Для полугрупп неотрицательных полухарактеров и групп характеров доказательство 

аналогично. □ 
Определение 7. Для любого x  из wS][  определим )(:)(€ xx wψψ = . 

Следствие. Если )€()€( 0 SASA = , то wSS ][= . 

Доказательство. Пусть wSS ][≠ , SSx w \][∈ . Тогда функция )(€ψx , как легко 

проверить, принадлежит )€(SA , но не принадлежит )€(0 SA , поскольку преобразование Фурье ее 

сужения на X  сосредоточено на множестве }{x . □ 

Лемма 2. Алгебра )€(SA  изометрически изоморфна алгебре )]€([ wSA . 
Доказательство. Покажем, что искомым изоморфизмом служит отображение 

)]€([)€(: wSASAi → , определяемое равенством iFFi o=:)(* , где i  – отображение, построенное  

в доказательстве леммы 1. Таким образом, для wS]€[∈ζ  имеем )|())(())((* SFiFFi ζζζ == .  

При )€(SAF ∈  отображение )(* Fi  непрерывно на wS]€[  и для любых не являющихся 

характерами ,ρ  wS ]€[∈ψ , 0≥ρ , Π∈z  
 

)()|)(())(())(( 11* ψρψρψρψρ zzzz FSFiFFi === , 
 

где S|1 ρρ = ,  S|1 ψψ = . Следовательно, )]€([)(* wSAFi ∈ . 

Докажем инъективность *i . Рассмотрим 1F , )€(2 SAF ∈  такие, что )()( 21 ψψ FF ≠  при 

некотором S€∈ψ . Из доказательства сюрьективности в лемме 1 следует, что существует ζ  – 

продолжение ψ  на wS]€[ . Допустим, что ))(())(( 2*1* ζζ FiFi = , тогда )()( 21 ψψ FF = . 
Противоречие. 

Для доказательства сюрьективности для каждой функции H  на wS]€[  определим  

функцию F  на S€  следующим образом: )()( wHF ψψ = . Корректность этого определения следует 
из инъективности отображения i . Таким образом, 

 

)()()|())(())((* wwww HFSFiFFi ψψψψψ ==== . 
 

Так как )()( w
z
w

z HF ψρψρ = , то F  принадлежит )€(SA . 

Для wS]€[∈ζ  имеем 
 

).)(())(())(())(()|()|()|())(())(( 2*1*2121212121* ζζζζζζζζζ FiFiiFiFSFSFSFFiFFFFi =====
 

 

Последнее означает гомоморфность *i . 
Докажем изометричность. Имеем 
 

||||}€||)(max{|}]€[||)|(max{|||)(*|| FSFwSSFFi =∈=∈= ψψζζ . 

Доказательство теоремы 3. Допустим, что полугруппа wS][  не содержит нетривиальных 
простых идеалов и является конусом в группе G . Тогда из теоремы 2 следует,  
что )]€([)]€([ 0 ww SASA = . Но для алгебры )]€([0 wSA  известно, что пространство максимальных 

идеалов )]€([0 wSAΜ  изоморфно wS]€[  и граница Шилова )]€([0 wSA∂  изоморфна wX , где wX  – 
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группа характеров wS][ . Следовательно, пространство максимальных идеалов )]€([ wSAΜ  можно 

отождествить с wS]€[ , а границу Шилова )]€([0 wSA∂  – с wX . Используя лемму 2, получаем 

утверждение теоремы. □ 
Определение 8. Обобщенными аналитическими полиномами будем называть функции 

на S€  вида 

,)(€:)(
1

* ∑=
=

n

i
ii xcp ψψ  

где Cci ∈ , S€∈ψ , wi Sx ][∈ . 

Определение 9. Будем говорить, что алгебра )€(SA  обладает свойством слабой 
полиномиальной аппроксимации, если произвольная функция F  из )€(SA  может быть 

равномерно приближена на S€  обобщенными аналитическими полиномами. 
Теорема 4. Пусть алгебра )€(SA  обладает свойством слабой полиномиальной 

аппроксимации. Тогда пространство максимальных идеалов )€(SAΜ  этой алгебры можно 

отождествить с S€ , а ее границу Шилова )€(SA∂  – с X . 

Доказательство. Для )€(SAΜ∈ϕ  положим )€(:)( xx ϕζ = , wSx ][∈ . Тогда wS]€[∈ζ , 

причем )€()|(€ xSx ϕζ = . Если ∑= =
n
i ii xcp 1* € ( Cci ∈ , wi Sx ][∈ ) – обобщенный аналитический 

полином, то 

)|()|(€)€()( *
11

* SpSxcxcp
n

i
ii

n

i
ii ζζϕϕ =∑=∑=

==
. 

Для произвольной функции F  из )€(SA  имеем *lim nn pF →∞= , где *np  – обобщенные 
аналитические полиномы. Поэтому 

 

)|()|(lim)(lim)( ** SFSppF n
n

n
n

ζζϕϕ ===
→∞→∞

. 

 

Рассмотрим отображение )€(
€: SAS Μ→Λ , которое каждому ψ  из S€  сопоставляет 

комплексный гомоморфизм ψϕ  из )€(SAΜ  по формуле )()( ψψϕ FF = . Тогда Λ – гомеоморфизм. 

Действительно, если 1ψ , S€2 ∈ψ , 21 ψψ ≠ , то )€()€(
21

aa ψψ ϕϕ ≠  для некоторого Sa ∈ . К тому же 
отображение Λ  является сюрьективным по доказанному выше. Таким образом, оно биективно. 
Для доказательства его непрерывности рассмотрим последовательность Sn

€∈ψ , сходящуюся  

к S€∈ψ . Тогда )( nψΛ  сходится к )(ψΛ , так как при )€(SAF ∈  имеем )()( FF
n ψψ ϕϕ →  в силу 

непрерывности F . Поскольку S€  – компакт, то Λ  – гомеоморфизм. 
Докажем второе утверждение теоремы. Покажем сначала, что XSA ⊂∂ )€( . Для этого 

достаточно доказать, что X  является границей. Если это не так, то 
 

||max:||max:
€

FmFM
XS

=>=  

для некоторой функции )€(SAF ∈ . Для 2/)( mM −<ε  подберем аналитический полином *p  
таким образом, чтобы ε<− ||max *

€
pF

S
. Тогда εεχχ +≤+< mFp |)(||)(| *  при всех X∈χ . 

Напомним, что для произвольного S€∈ψ  ∑= =
n
i ii xcp 1* )(€:)( ψψ . Рассмотрим )]([1 wSf l∈  
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такую, что icxf =)( , если ixx = , 0)( =xf  – в противном случае. Тогда ).(€)( wψψ fp =  Далее из 

теоремы 3.4 в [1] известно, что wS S
w

]€[)]([1
=Μl , wS X

w
=∂ )]([1l . Поэтому в силу леммы 1 

 

.|)(|max|)|(|max|)(€|max|)(€|max|)(€|max|)(|max **
]€[€

*
€

χξξζψψ
χξξζψψ

pSpfffp
XSXXS

w
SS ww ∈∈∈∈∈∈

=====

 

Таким образом, ε+≤ mp
S

||max *€ . 

С другой стороны, εψψ −< |)(||)(| * Fp  при всех S€∈ψ , а потому ,||max *€ ε−≥ Mp
S

  
что противоречит выбору ε . Это доказывает требуемое включение. 

Наконец, так как алгебра )€(SA  инвариантна относительно естественного действия группы X  

(умножения на характеры являются автоморфизмами полугруппы S€ ), то такова и ее граница 
Шилова, а потому эта граница совпадает с X .□ 
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ИМЕЮЩЕЙ ЧАСТНЫЙ ИНТЕГРАЛ  
В ВИДЕ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ КРИВОЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

 
Пусть для системы уравнений 

,,
3

2

3

2
∑=∑+=

=+=+ ji

ji
ij

ji

ji
ij yxb

dt

dy
yxay

dt

dx
         (1) 

где Rba ijij ∈, , алгебраическая кривая [1, 48] 

( ) ,02, 23 =+−−≡ qpyxyxyxω     (2) 

где ,2,0,0,14 22 qpqpqp ≠<<+>  является частным интегралом. Кривая (2) состоит из 
двух гиперболических и одной прямолинейной ветвей и имеет вид: 


