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Д о к л а д ы  Н а ц и о н а л ь н о й  а к а д е м и и  н а у к  Б е л а р у с и

2008 январь-февраль Том 52 № 1

УДК 517.986

А. Р. МИРОТИН, М. А. РОМАНОВА

ДОЛИ СПЕКТРА АЛГЕБРЫ ОБОБЩЕННЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
(Представлено членом-корреспондентом Я. В. Радыно)

Гомельский государственный университет им Ф. Скорины Поступило 05.06.2007

Обобщенные аналитические функции на пространствах полухарактеров впервые были вве­
дены Р. Аренсом и И. М. Зингером [1]. Впоследствии ими занимались многие авторы [2-5].

Цель данной работы -  изучение долей спектра алгебры обобщенных аналитических функций 
в смысле [1]. Основной результат дает критерий принадлежности одной доле для неотрицатель­
ных полухарактеров.

Ниже 5 обозначает дискретную абелеву полутруппу с сокращениями и единицей е, S  и X  - 
полугруппа полухарактеров (гомоморфизмов в замкнутый единичный диск D) и группа характе­
ров (гомоморфизмов в одномерный тор) полугруппы S  соответственно, -полугруппа неотри­
цательных полухарактеров. Спектр (пространство максимальных идеалов) коммутативной бана­
ховой алгебры А будет обозначаться Spec (Л).

Заметим, что S компактна в топологии поточечной сходимости как замкнутое подмножество 
компактного пространства Р 5. Кроме того [1], каждый полухарактер допускает полярное

разложение ф = р х , где р е 5+, х е  X  •
О п р е д е л е н и е  1. Комплекснозначная функция Г  на 5  \ X  называется обобщенной ана­

литической (в смысле Аренса-Зингера), если F  может быть равномерно приближена на ком­
пактных подмножествах S \ X  функциями вида

Aw) = Z 5 eS / ^ ) 4 ^ )  ( / е Л ( 5 ) ,  ф с 5 ) .

Равномерную атгебру всех функций, непрерывных на S  и обобщенных аналитических 
в смысле определения 1, обозначим Ло(^) •

Известно [1], что каждому полухарактеру е 5 можно сопоставить комплексный гомомор­

физм ip^ алгебры Ло(5) по формуле (р ^Л ) := 7г ( у ) , и это общий вид всех комплексных гомо­
морфизмов этой алгебры.

Произвольному' полухарактеру ф е 5 можно сопоставить также комплексный гомоморфизм 
<р̂  сверточной (коммутативной банаховой) алгебры Z](5) по формуле ( / )
и это общий вид всех комплексных гомоморфизмов данной алгебры [1] (свертка в 7](5) опреде­
ляется равенством / *  g(s) = E MV=5/(w)g(v)).

Следовательно, спектры алгебр Ло(5) и /](5) можно отождествить с 5 .
О п р е д е л е н и е  2. Говорят, что комплексные гомоморфизмы (pi и <рг коммутативной ба­

наховой алгебры А принадлежат одной доле {Глисона} спектра А (и обозначают цу -ф г ) ,  ес­
ли || (pi — <р2 1|< 2, где

II Ч>1 -  Ф2II- sLip{| ср^п) -  ф2 (я) |: а е Л,max | а |< 1}.

Всюду ниже запись относительно ^ ( S )  означает, что фф | ~фц,2 Аналогичный
смысл имеет запись ф1 ~фг относительно /](А).

22



Далее мы неоднократно пользуемся тем [2, с. 191], что для комплексных гомоморфизмов 
(pi и (р2 равномерной алгебры Л следующие свойства равносильны (всюду ниже /„(ф) обозна­
чает ф(/„)):

1) существует такая константа с > 0 , что для любого а с А , такого, что м(ф) Re <р(а) > О 
для всех комплексных гомоморфизмов ф алгебры А, справедливо неравенство Гарнака

<ы(ф1)/м(ф2 )< с ;

2) Ф1 ~ Ф2;
3) если -  такая последовательность элементов алгебры А, что ||/„  |[<1, \ f„ (ф1) |—> 1,

то | Л (ф г )Н 1 ;
4) норма сужения ф] на ядро Лф 2 гомоморфизма ф2 строго меньше 1.

О п р е д е л е н и е З .  Сдвигом функции F  из Ло (5) на полухарактср ф назовем функцию 
Гф :01->Е(фв).

Л е м м а 1. Функция Fw принадлежит Aq (S ) , если F  принадлежит Aq (S ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о  сводится к простой проверке определения 1.
У т в е р ж д е н и е  1. Принадлежность двух полухарактеров полугруппы S (т. е. соответ­

ствующих им комплексных гомоморфизмов) одной доле спектра алгебры Aq (S) не нарушается 
при умножении их на полухарактер полугруппы S.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся свойством 3). Пусть Fn е Aq(S) . Рассмотрим после­
довательность сдвигов Fny . Тогда Fn4, & Aq(S) . Прежде всего заметим, что

|| F„v  |[= max | Гя (ф6) |< max | F„(0) |< 1.
GeS GeS

Если |Ки (фф])|-> 1, т. е. |Лп|,(ф])|-> 1, то по свойству 3) имеем | ^ П1/(ф 2 ) |—>1, т. е. 
I ̂ ,(ф ф 2 ) |—► 1, и осталось применить упомянутое свойство еще раз.

О п р е д е л е н и е  4. Пусть П -  {z с С : Re г  > 0} и полухарактсры р > 0, ф с S фиксирова­
ны. Аналитическим диском назовем подмножество S вида {р 2ф : ze П).

У т в е р ж д е н и е  2. Аналитический диск содержится в одной доле спектра алгебры Aq (S ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть zj z2 и полухарактерам р г 'ф  соответствуют комплексные 
гомоморфизмы ф| алгебры Ло (5), г ( е П , / = 1,2. Пусть F e 4 0 (5), R e F > 0 . Функция 

a(z) = F (p 2ф) аналитична, а потому Rea(z) гармонична в П . Так как Rea(z) > 0 , то по нера­
венству Гарнака существует такая константа с>() (зависящая только от z j,z2 ), что 
с"1 <Rea(z])/Rea(z2 ) < с . Но Rea(z ; ) = R c/'(p z 'V) = ИефД/*), / = 1,2, т. е. для каждого 
F eA (S) с R eF > 0  выполнено с -1  <R eфl(F)/Reф2(F)<с .Следовательно, р^ф - / = 1,2 при­
надлежат одной доле в силу свойства 1).

С л е д с т в и е  1. Пусть ф е 5 . Если {ф } есть доля, то | ф |2 = |ф |.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим полярное разложение ф = р /  ( р с 5+ , % с X  ). Если 
2 7 7р р , то ХР ~ ф и %р Ф при Re z > 0, z Ф1 -  противоречие.

О п р е д е л е н и е  5. Будем говорить, что полухарактеры ф ьф з эквивалентны (и обозна­
чать ф1« ф 2 ), если ф1 = ф2 на множестве :| ф i(а) |= 1} о  {$:|ф 2 О )|= 1].

Заметим, что для неотрицательных полухарактеров pi,p2 полугруппы S  эквивалентность 
равносильна равенству {я е 5 : pi (д’) = 1} = е S : p2 (s) = 1} *
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У т в е р ж д е н и е  3. Из принадлежности полухарактеров одной доле спектра алгебры 
Ло(У) следует их эквивалентность.

Для доказательства нам потребуется следующий аналог свойства 3) эквивалентности Глисона.
Л е  м м а 2. Если цд и (р2 принадлежат одной доле спектра равномерной алгебры А, и по­

следовательность { f n }ezA  такова, что || f n  ||< 1, / и ((р1)-»1, то / м ((р2)~>1.

Д о к а з а т е л ь с т в о  (ср. [2, с. 191]). Допустим противное, т. е. <pi ~ фл, но / п (фг) не стре­
мится к 1 для некоторой последовательности / и с Я ,  такой, что ||/„|| < l,/„(cp i) —> 1. Так как 

I /« (ф г) Н  ФгС/л) 1, то найдется подпоследовательность f„ k , такая, что для некоторой константы 

с имеем | f nk (<р2)!-  с  < 1 • Можно считать, что последнее равенство верно для f n . Так как функция 

Qn (^) := (я -  f n (ср 2)) /(1 -  fn  (Ф2»  аналитична в окрестности спектра f „ , то функция g „ = Qn  ( f„ ) е  А 
(в силу функционального исчисления), причем < 1, £ и (ф2) = 0, |g«(q>i)|-> 1 ■ Поэтому норма 

сужения (pi на ядро Лф2 равна 1, что противоречит свойству 4) эквивалентности Глисона.

Д о к а з а т е л ь с т в о  у т в е р ж д е н и я  3. Допустим противное, т. е. существуют 
V b Ф2 е  S такие, что ~ .но \pi(so) ФгОо) при некотором $о из множества {5 :| \y i(s)|=  1} 

{5 :| Y2CO |= 1} • Пусть, для определенности, |\g i( j 0 ) |= l  (другими словами, | s 0 ( y i ) J= 1). Рас­

смотрим постоянную последовательность / „  = sq q/j (so) элементов алгебры и заметим, что

|| f n | |-  max I fo (y )  I • I M'i(so) max | s 0 (y )  |= max | vU o) 1^1-

Так как /„ ( ip i)  = j 0 (Y i) V i (^o) = V1U0) Vi($o) =1 V i($o) I2 = 1 , to / „ ( V i ) -> 1 . Теперь из леммы 2 

следует, что /„ ( \р г )  1, т. е.

Л (ф 2 )  = <Уо(ф2) Ф1(^О) = ф2<^о) Ф1(^о)~>1 •

Значит, \|/2 (‘уо) -  Ф1С?о) (У нас | y i($o) 1= 1) -  противоречие.
С л е д с т в и е  2. Характеры полугруппы S  образуют одноточечные доли спектра алгебры 

А  о (5 ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть характер % и полухарактер принадлежат одной доле в 

смысле алгебры Ло(У). Тогда ~ х , а потому они совпадают на множестве { s : [xCsj| = 1} = S.

При доказательстве основного результата данной работы необходима
Т е о р е м а  1 [6]. Для любой алгебры мер М  существует компактная топологическая по­

лугруппа Т  такая, что спектр алгебры М  есть Т . Полугруппа Т  называется структурной полу­
группой алгебры М .

Как отмечалось выше, спектр алгебры ^ i( ^ )  есть S , но S  не годится на роль структурной 
полугруппы, так как 5  дискретна, а Т  компактна. Для описания структурной полугруппы этой 
алгебры нам потребуется следующее понятие.

О п р е д е л е н и е  7 [6, с. 33]. Пусть S  -  дискретная абелева полугруппа. Компактную полу­
группу' S  будем называть воровской компактификацией полутруппы S, если существует такой 
гомоморфизм а : S —> 5* с плотным образом, что выполняются следующие условия:

а) S  разделяет точки S ;

б) отображение а * : f  ь-> f  \= f  а  есть изоморфизм S  на 5 .

Полухарактср f  будем называть продолжением полухарактера f  на 5  .
Известно, что для любой полугруппы S  боровская компактификация существует и единст­

венна, а отображение а  инъективно, если S  разделяет точки 5  [6, с. 33]. Последнее условие

24



в нашем случае выполняется, так как уже характеры полугруппы S  разделяют точки (S погру­
жается в группу [8]).

Т е о р е м а  2. [6, с .37]. Боровская компактификация S  является структурной полугруппой 
алгебры Л (^ )-

Для алгебр мер критерий принадлежности одной доле в случае положительных полухаракте­
ров установлен Р. Миллером.

Т е о р е м а  3 [7]. Пусть Месть алгебра мер со структурной полугруппой Т . Полухаракте­
ры f , g ^ f + принадлежат одной доле спектра алгебры М  тогда и только тогда, когда f  » g .

Следующий результат является аналогом теоремы Миллера.
Т е о р е м а  4. Полухарактеры pi, р2 с 5 + принадлежат одной доле спектра алгебры 

Ao (S) тогда и только тогда, когда их продолжения рьрг е  5+ эквивалентны.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем сначала, что для любых двух полухарактеров принадлеж­

ность одной доле в смысле алгебры Ло (5) равносильна принадлежности одной доле в смыс­

ле алгебры £i(S ). В самом деле, рассмотрим полухарактеры ф ь ф 2 € 5  такие, что ф) ~ ф 2 

в смысле алгебры A q (5) (т. е., если мы положим ср, = фчъ , то cpi ~ <р2 )• Имеем

||ф1 -<Р2 || = sup{|q>i(F) -  ф2 (Г )|: max|F| < 1,F е Ло (5)} =

s u p ^ Y t )  -  F(\|/2 ) |: max|F| < l ,F e  Ло (5)}.

Так как произвольную функцию F e ^ o (5 )  можно равномерно приблизить функциями вида 
f ( v )  = X , es f ( s ) y ( s ) ,  то в последнем равенстве F ( y ( ) можно заменить на /(ф у ) . После за­

мены получаем с учетом неравенства |] (pi -  (р2 ||< 2, что

II ф!п -  ЧМ 11= SUP {l Фцл ( / )  '  Фуг ( / )  l: f  е  Л (S), m a x  | / 1< 1} < 2.

Обратно, пусть V i,y 2 е S таковы, что ф1 ~ ф 2 в смысле алгебры Л(5)- Тогда по свойству 
1) найдется с > 0  такое, что при с w(<p):= Re(p(/)>0 и при всех (реSpec(£i (5 ))

справедливо неравенство с~1 < «(ф^ )/w(cp^2 ) < с, т. е.

c~1 < R e f t ' l' l ) <c д л я /е € 1 ( 5 )  с R e /> 0 .

Ке.Лч'г)

Заметим, что если обобщенная аналитическая функция F  g Ао (S') с Re F  > 0 есть равномерный 
на S предел последовательности функций вида f n , то в конечном счете Re /„ > 0. Далее, так 
как каждая функция F  е  А$ (S) может быть равномерно аппроксимирована функциями вида f  , 
где / е (5 ), то c_ l  < R eF (y i)/R eF (\|/2 ) <с. Таким образом, если полухарактеру у } соответ­

ствует гомоморфизм срг eSpecC4o(5)) (напомним, что cp((F) = F (\|/j)), / = 1,2, то с -1  < 

м(<р1)/и(ф2 ) < с , где и(ф/) = Re ф; (F ). Следовательно, ф] ~ ф 2 в смысле алгебры Ло(5).

В частности, для любых pi, р2 е 5 + принадлежность одной доле в смысле алгебры Ао ($) 
равносильна принадлежности одной доле в смысле алгебры /1(5). Последнее равносильно при­

надлежности одной доле в смысле алгебры /1(5) для полухарактеров р, := (а*)_1(р /)с 5 + . По­
кажем это.
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В силу [6, теорема 3.2.3, с. 24] каждому полухарактеру р е  S' соответствует комплексный 
гомоморфизм алгебры , действующий по формуле

<Рр(Ю =

где = р.° а - 1 . Применяя это к мере Ц/ ,  соответствующей функции f  из 1(5), получаем (с 

учетом инъективности а ) ,  что полухарактеру р :=(a*)_1(p)e.S+ соответствует комплексный го­
моморфизм алгебры М=(; ] (S’)

Фр( / )  =  Z  P ( 0 / ( a _ 1 ( 0 )  =  L  Р ( « О ) ) / О )  =  X  pW ( s) =  ф р ( / ) .
teS seS seS

Отсюда и следует наше утверждение о равносильности.
Наконец, в силу теоремы 3 Миллера из работы [7] принадлежность одной доле в смысле ал­

гебры ^i(S') (а потому и в смысле алгебры Ло(5)) для полухарактеров pi, рг e S + равносильна 
соотношению и ~ р?, что и требовалось доказать.

П р и м е р .  Пусть S’ =Z+ -  аддитивная полугруппа неотрицательных целых чисел. В этом 
случае S=J) (каждый полухарактер имеет вид , где ^ е /) )  и Ло(Л’) =Л(2>) -  алгебра
функций, непрерывных в диске D и аналитических в его внутренности /Л (диск-алгебра). В силу 
утверждения 3 одноточечные множества на границе диска являются долями. Покажем, что 
также является долей. В самом деле, так как образ a  (JV) плотен в S , т. е. полугруппа S  
монотетичсская, S есть группа G или объединение G с множеством вида (а, а1, [9, с. 139].
Отсюда следует, что для любого полухарактера p e S + \{l} имеем |х  е  5 :  р(х) = 1] = G, т. е. 

любые два неотрицательных полухарактера полугруппы S ', отличные от 1, эквивалентны. В си­
лу теоремы 4 множество S'+ \{1}=[0,1) содержится в одной доле Р относительно Я(/>). Но по­
скольку каждая ненулевая точка С, с£>0 имеет вид г z , где z  е П, г е [0,1), то и £ еР  по утвержде­
нию 2.

С л е д с т в и е  3. Если полугруппа S  не имеет нетривиальных открытых простых идеалов 
(т. е. идеалов, дополнение которых есть полугруппа, отличная от {<? }, где ё  -  единица полу­
группы S ), то S’+ \ {1} содержится в одной доле спектра /10 (S) ■

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как для любого р е S’+ \ {1} дополнение к полугруппе 
{х е 5 : р(х) = 1} есть открытый идеал, то {х е S : р(х) = 1} = {ё}. Следовательно, любые два неот­

рицательных полухарактера полугруппы S , отличные от 1, эквивалентны.
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PARTS OF THE SPECTRUM OF THE ALGEBRA OF GENERALIZED ANALYTIC FUNCTIONS

Summary
For positive semicharacters the criteria for the Gleason equivalence with respect to the algebra of generalized analytic functions is given.

 


