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Гостевая трибуна

ЭФФЕКТИВНОСТЬ И ОПТИМАЛЬНОСТЬ
СТРУКТУРИРОВАНИЯ ПРОГРАММНЫХ
РЕСУРСОВ ПРИ РАСПРЕДЕЛЕННОЙ
ОБРАБОТКЕ

Коваленко Н С., доктор 
физико-математических наук 
Павлов П. А., магистр 
экономических наук 
Белорусского государственного 
экономического университета

Резюме. В рамках математичес­
кой модели организации распре­
деленных конкурирующих про­
цессов, получены критерии эф­
фективности и оптимальности 
структурирования программных 
ресурсов.

Summary. Mathematical models of 
the optimum organization of the 
homogeneous distributed competing 
processes are investigated. Criteria of 

< efficiency and an optimality of 
. structurization of program resources 

JC are received.
о

С развитием сетевых технологий, в частности 
сети Интернет, особую.актуальность приобретают 
задачи создания эффективного алгоритмического 
и программного обеспечения многопроцессорных 
систем (МС), базирующихся на принципах распа­
раллеливания и конвейеризации [1]. Важное мес­
то в их решении занимают задачи построения 
и исследования математических моделей опти­
мальной организации конкурирующих процессов. 
Указанные задачи будем рассматривать в рамках 
математической модели распределенной обработ­
ки конкурирующих процессов [2], которая включа­
ет следующие параметры\р, р>2 - число про­
цессоров многопроцессорной системы; п, п>2 - 
число конкурирующих процессов; 5, S > 2 - чис­
ло блоков структурированного програмного ресур­
са; [г ], z = 1,h, j = 1,5, матрица времен выполне­
ния блоков програмного ресурса конкурирующи­
ми процессами. Предполагается также, что все п 
распределенных конкурирующих процессов ис­
пользуют только одну копию структурированного 
на блоки программного ресурса.

1. О времени реализации конкурирующих 
процессов

В дальнейшем будем использовать следующие 
определения.

Систему распределенных конкурирующих про­
цессов будем называть однородной, если времена 
выполнения j-го блока каждым из і-х процессов 
равны, т. е. ttJ = /., і = 1, n, j = 1,5.

Структурирование 6S = программ­
ного ресурса для системы однородных конкуриру­
ющих процессов будем называть равномерным, 
если/] = =... = = t. t= — , где Ts = -

5 7=1
длительность выполнения программного ресурса 
каждым из процессов.

Для системы однородных распределенных кон­
курирующих процессов в асинхронном [2] и пер­
вом синхронном режимах [3] минимальное общее 
время их выполнения при р, П, S>2 И S < роп- 
ределяется по формуле:
T0(P,n,s) = Тоас (р, n,s) = Д' (р, п, s') = Т *' + (п -1) С, .V
где Т'} - длительность выполнения 

7 = 1
программного ресурса каждым из процессов,
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выполнения каждого из блоков.
Минимальное общее время выполнения 

системы п > 2 однородных распределенных 
конкурирующих процессов во втором синх­
ронном режиме [3] при р, s>2 и s < р 
определяется по формуле:

T°(p,n,s) = Ts +(п-ї) К +EmaX^7-l
7=2

•(2)

В [3] также доказано, что в случае/?, п, s>2 
и 5 < р минимальные общие времена выпол­
нения множества однородных распределенных 
конкурирующих процессов в асинхронном и ба­
зовых синхронных режимах совпадают.

Для всех трех режимов в случае равномер­
ного структурирования минимальное общее 
время выполнения множества распределен­
ных конкурирующих процессов р определя­
ется по формуле:

(п + s - l)z, при р > min{п,л};

при р < min {n.s},
s = kp,k>\', (3)

(kn + p-l)t,

((k + 1)н + г - l)f, при р <mm{n,s}, s = kp + r, 
k>\,\<r < p.

2. Эфективность и оптимальность струк­
турирования программных ресурсов

Структурирование 0s = про­

граммного ресурса для системы однородных 
распределенных конкурирующих процессов 
будем называть эффективным при фиксиро­
ванных р, п>2, если величинад(0у) = пГ - 
-T„(p,n,s) > 0 , гдепГ' - время выполнения п 

процессов в последовательном режиме, а
т‘ = 2т

7 = 1

Эффективное структурирование, при кото­
ром величина Д(<9/) достигает наибольшего 
значения, будем называть оптимальным.

Покажем, что оптимальное структурирова­
ние достаточно искать среди равномерных 
структурирований программного ресурса.

В силу (1) и свойств функции определения 
максимума вытекает необходимое условие эф­
фективности и необходимое и достаточное ус­
ловие оптимальности структурирования.

Теорема I.
Для любого неравномерного (существуют 

і, і', что t, Ф t,.) эффективного структурирования 
на s блоков с f .

s

Доказательство.
Условие эффективности для системы од­

нородных распределенных конкурирующих 
процессов в асинхронном и первом синхрон­
ном режимах можно записать в виде:

Д(^) = (и-1)(Г-С)>0, 
а для случая равномерного структурирования: 

Д($) = (и - 1)(Г - Т ) > 0, где Ґ = Т4 / 5. 
Покажем, что Д(я) > Д(6?Л). Для этого рас­

смотрим разность А(л) - Д(0Д = (п - 1)«1Ж -/') 
Случай, когда A(s) - Д(#д) < 0 будет иметь ме­
сто только, если /4ах < tx. Последнее невоз­
можно, так как из того, что структурирова­
ние не является равномерным, следовало бы 

<stx а по условию = ТХ. По- 
7=1 , 7 = 1

лучили противоречие Тх < Т', что и доказы­
вает теорему.

Справедлива теорема.
Теорема 2.
Для того чтобы эффективное структуриро­

вание в5 = программного ре­
сурса для системы однородных распределен­
ных конкурирующих процессов при S < р 
было оптимальным, необходимо и достаточ­
но, что бы оно было равномерным.

£

к
S
о 
е;

3. Эффективность и оптимальность 
структурирования с учетом накладных 
расходов.

Введем параметр т > 0, характеризующий 
время дополнительных системных расходов, 
связанных с организацией параллельного 
использования блоков программного ресур­
са множеством распределенных конкуриру­
ющих процессов.

Нетрудно показать, что формулы вычисле­
ния минимального общего времени (1), (2) 
имеют место и с учетом накладных расходов 
г > 0 в точности до замены Д на tTf = 11 + т, а 
Гнат;’=^,т.е.

Т(/?,ЩЛ’,Г) = Г'С(/?,Щ5,Т) =

= 7;:(AH,5,7) = 7;4+(H-<ax,

Т„2(/?,Щ5,т) =

= Д' + (« -

Тр
уд

ы
 Ми

нс
ко

го
 инс

ти
ту

та
 упр

ав

1) Д + Xmax^/-1 
L 7 = 2

где С™ = max/J .
В случае равномерного структурирования 

минимальное общее время выполнения мно­
жества распределенных конкурирующих про­
цессов с учетом накладных расходов т > О
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£
мэ 
о о

к S ж и 
t: m св
с

определяется также в точности до замены 
в формуле (3) t на tT = ТХ I s + t, Тх = st:

(n+s -l)zr,

Tr = ( (kn + p- 1)/,,

((<■ +1)« + r - l)rr,

при p>min{«,s}; 
при /?<min{n,5}, 

s = kp, к > 1;
при p < тіп{и,5},

(«-І)Г'(х-І) г 1
Где J w = — -------г-, Гх 1 - наибольшее це-х(л + х-1) L J
лое, не превосходящее X.

Доказательство.
Необходимость следует из теоремы 1. Дей­

ствительно, с учетом формул (6) условие эф­
фективности равносильно следующему:

s=kp + r, k>\, \<r<p.
Как видно, в формулах (4) - (6) явно учи- 5(н + 5-1) (7)

тывается параметр т.
С учетом накладных расходов г > 0 имеют 

место теоремы 1 и 2. В этом случае, условие 
эффективности для системы однородных 
распределенных конкурирующих процессов 
будет иметь вид:

Дг (5) = (и - 1)(Г - ) - (п + 5 - 1)г > 0.
В случае равномерного структурирования:

Дг (5) = (п - \)(Т' - Iх) - (n + s- 1)т > 0.
Сформулируем необходимые и достаточ­

ные условия (критерии) существования эф­
фективного структурирования программных 
ресурсов при достаточном s < р числе про­
цессоров в зависимости от величины наклад­
ных расходов т > 0 •

Теорема 3.
Для существования эффективного структу­

рирования программного ресурса при заданных 
р > З, Т', г в случае s < р и п < (р -1)2 необ­
ходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
следующие условия:

т< /(1+V^), если^п - целое
[тахГОДТй]),/(2+[Уи])}, еслиу[п - нецелое

св ь
ь S н о 
ж S
о 
о 
о к 
S

л

сь 
н

Решение задачи об оптимальности равно­
мерного структурирования программного ре­
сурса на 5 блоков для достаточного числа про­
цессоров следует из теоремы 4.

Теорема 4.
Для того, чтобы эффективное структури­

рование программного ресурса вх и s бло­

Введя функцию f(X) = (n-Y)Ts(x-])/ 
/х(и + х-1), х>0, 
легко показать, что она достигает максимума 
при х -1 + 4п ■ Выбрав в качестве эффектив­
ного структурирование на s блоков, при кото­
ром 5 = х = 1 + д/й, если - целое, ИЛИ 
5 = хє{1 + [7^],2 + [7^]}, если ~ не Ue’ 
лое. Необходимость доказана.

Достаточность следует из (7), поскольку/Д) 
достигает наибольшего значения при 
5 = Х=1+ТЙ,если 4п -цєлое, ИЛИ при 5 = ХЄ 
{1 + [л/й],2 + [V«]}, если - не целое.

Замечание.
При р = s = 2 структурирование будет эф­

фективным, если отношение
г п-1

Г7- 2(и + 1)'

На рисунке изображен график функции 
у = f (х), х > 0 при фиксированных п, Т, т. 
Существование эффективного структурирова­
ния определяется областью д. Все целочис­
ленные точки отрезка д являются значения­
ми 5 при которых структурирование будет эф­
фективным, при этом

Xj=l + [Vn], х*=1 + -х/й, x2=2 + [4ri\ 

ков было оптимальным при s< р , заданных 
Тх, т>0, п>2, необходимо и достаточно, 
чтобы оно было равномерным и число бло­
ков s равнялось тому из чисел р,

|(и-1)Г
+1

V т V т
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Гостевая трибуна
при котором функция Д(^) принимает наи­
большее значение.

Доказательство.
В силу теоремы 2 оптимальное структури­

рование следует искать среди равномерных. 
Тогда очевидно, что для случая равномерно­
го структурирования:

А(х) = (и - 1)Г (1 -1 / х) - (и + х - 1)т ■
Необходимость. Введем функцию действи­

тельного аргументах вида:
Д(х) = (л -1)7” (1 -1 / х) - (п + х - 1)т, х > 1. 

Так как структурирование будет оптимальным 
в той точке х, где Д(х) достигает своего наи­
большего значения. Покажем, что функция Д (х) 

достигает своего наибольшего значения в точ- 
1(и-1)7” 

ке х = -\------ ----  •
„ . (/?-1)7”
Действительно, Д(х)=------ 2-------г’

... . 27” (и-1) п х'
д (х) =--------- з----- < 0, так как X > 0, п > 2.X

Следовательно, функция Д(х) имеет макси- 
1(а~1)Т' 

мум в точке, где А (х) = 0, т. е. х = .
Целочисленные точки, в которых достигает­
ся наибольшее значение функции Д(х), бу­
дут 5 = [х‘] или s = [х*] + 1. Следовательно, 
в качестве 5 можно выбрать одно из чисел 

О?-1)7”
г

(и-1)Г
+ 1 , в которых

т

функция Д(х) принимает наибольшее зна­
чение.

Если окажется, что ни одна из точек

+1, в которой

функция Д(х) принимает наибольшее значе­

ние, не принадлежит [2,р], то в качестве оп­
тимального структурирования по числу бло­
ков выбираем s* = р.

Литература

Достаточность следует из свойств выпук­
лости функции Д(х) при 5 < р на [2,р].

Имеет место следующая
Теорема 5.
Если р, п, s > 3, п = 5 ф 3 и г - гсйп tj, то 

структурирование программного ресурса 
С) будет эффективным при вы­

полнении п конкурирующих процессов в МС 
с р процессорами в случае х < р тогда и толь­
ко тогда, когда выполняется условие 
sn> 2(н + 5-1).

Доказательство следует из анализа ниже­
приведенных неравенств.

Условие эффективности равносильно сле­
дующему неравенству:

т П — \
В силу условия теоремы имеет

место неравенство:

Т -г
------- ^>5-1.

Т
Кроме того, условие теоремы

sn > 2(н + 5-1) равносильно следующему не­
равенству:

, «+5-1
5-1 >----------

/7-1
Полученные критерии эффективности 

и оптимальности структурирования про­
граммных ресурсов могут быть использова­
ны при проектировании системного и при­
кладного программного обеспечения много­
процессорных систем и вычислительных 
комплексов, используемых для решения в ре­
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альное время сложных задач из различных 
областей знаний.

Авторы выражают благодарность канди­
дату физико-математических наук, доценту 
Астровскому А.И. за полезные замечания и 
обсуждения.
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