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В МАСШТАБИРУЕМЫХ СИСТЕМАХ

Масштабируемость (scalability) является од-
ним из важнейших требований к современным 
вычислительным системам, вычислительным ком-
плексам, базам данных, маршрутизаторам и т. д. 
Она подразумевает способность системы увели-
чивать свою производительность при добавлении 
аппаратных и программных ресурсов. В настоя-
щее время вопросы  масштабирования находятся 
в поле зрения как разработчиков параллельных 
многопроцессорных систем (МС), так и распре-
делённой среды метакомпьютинга [1]. В таких 
вычислительных системах использование общего 
программного ресурса затрудняется из-за автоном-
ности процессорных узлов и отсутствия единой 
политики администрирования. Общим свойством, 
обеспечивающим возможность повышения произ-
водительности масштабируемых вычислительных 
систем, является распределённость процессов вы-
числений и данных с использованием принципов 
структурирования и конвейеризации [2]. Всё это 
заставляет задуматься над новыми принципами ор-
ганизации вычислений и распределения ресурсов, 
созданием эффективного аппаратного и программ-
ного обеспечения, обеспечением однозначности 
результата выполнения программ, эффективном 
планировании и распределении вычислительных 
процессов [3]. В связи с этим особую актуальность 
приобретают задачи построения и исследования 
математических моделей распределённых вычис-
лительных систем.

Математическая модель масштабируемой 
системы распределённых вычислений

Конструктивными элементами для построе-
ния математической модели систем распределен-
ных вычислений являются понятия процесса и 
программного ресурса.

Процесс будем рассматривать как последова-
тельность блоков (команд, процедур) Q1, Q2 ...QS , 
для выполнения которых используется множество 
процессоров (процессорных узлов, обрабатываю-
щих устройств, интеллектуальных клиентов). 
При этом процесс называется распределённым, 
если все блоки или часть из них обрабатываются 
разными процессорами. Для ускорения выполне-
ния процессы могут обрабатываться параллельно, 
взаимодействуя путём обмена информацией. Та-
кие процессы называются кооперативными или 
взаимодействующими процессами. 

Понятие ресурса используется для обозна-
чения любых объектов вычислительной систе-
мы, которые могут быть использованы процес-
сами для своего выполнения. Реентерабельные 
(многократно используемые) ресурсы характе-
ризуются возможностью одновременного ис-
пользования несколькими вычислительными 
процессами. Для параллельных систем характер-
ной является ситуация, когда одну и ту же после-
довательность блоков или её часть процессорам 
необходимо выполнять многократно, такую по-
следовательность будем называть программным 
ресурсом (ПР), а множество соответствующих 
процессов – конкурирующими.

Математическая модель масштабируемой 
распределённой системы взаимодействующих 
процессов включает в себя p процессоров МС, n 
конкурирующих процессов, s блоков Q1, Q2 ,..., QS  
структурированного на блоки программного про-
цесса, матрицу Tp=[tij] времен выполнения j-х 
блоков i-ми конкурирующими процессами. Ука-
занные параметры изменяются в пределах  p ≥ 2,  
n ≥ 2, s ≥ 2, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ s. Будем считать, что 
все n процессов используют одну копию структу-
рированного на блоки ПР, а на множестве блоков  
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установлен линейный порядок их выполнения. 
Учитывая то, что обменные операции в параллель-
ных распределённых системах происходят, как 
правило, значительно медленнее арифметических, 
введем в рассмотрение параметр ε > 0, характери-
зующий время (накладные расходы), затрачивае-
мые МС на организацию параллельного выполне-
ния блоков программного ресурса множеством 
распределённых конкурирующих процессов. 

Определение 1. Масштабируемая система (в 
дальнейшем “система”) n распределённых взаи-
модействующих конкурирующих процессов на-
зывается неоднородной, если времена выполнения 
блоков программного ресурса Q1, Q2 ,..., QS  зави-
сят от объёмов обрабатываемых данных и/или  
их структуры, т. е. разные для разных вычисли-
тельных процессов.

Определение 2. Система взаимодействующих 
конкурирующих процессов называется одинако-
во распределённой, если времена tij выполнения 
блоков Qj , j = 1,s, программного ресурса каждым 
из i-х процессов вычислений совпадают и равны 
ti для всех i = 1,n, т. е. справедлива цепочка ра-
венств ti1= ti2= ... = tis= ti для всех i = 1,n.

Будем считать, что взаимодействие процес-
сов вычислений, процессоров и блоков струк-
турированного программного ресурса подчине-
но следующим условиям: 1) ни один из блоков 
программного ресурса не может обрабатываться 
одновременно более чем одним процессором; 2) 
ни один из процессоров не может обрабатывать 
одновременно более одного блока; 3) обработка 
каждого блока осуществляется без прерываний; 
4) распределение блоков программного ресурса 

по процессорам МС для каждого из процессов 
осуществляется циклически по правилу: блок с 
номером j = kp + i, j = 1,s, i = 1,p, k ≥ 0, распреде-
ляется на процессор с номером i.

Кроме того, введём дополнительные условия, 
которые определяют режимы взаимодействия 
процессов, процессоров и блоков ПР: 5) отсут-
ствуют простои процессоров при условии готов-
ности блоков, а также невыполнение блоков при 
наличии процессоров; 6) для каждого из n процес-
сов момент завершения выполнения j-го блока на 
i-м процессоре совпадает с моментом начала вы-
полнения следующего ( j+1)-го блока на (i+1)-м 
процессоре, i = 1,p – 1, j = 1,s – 1; 7) для каждого 
из блоков структурированного ПР момент за-
вершения его выполнения l-м процессом совпа-
дает с моментом начала его выполнения (l+1)-м  
процессом на том же процессоре, l = 1,n – 1.

Условия 1–5 определяют асинхронный режим 
взаимодействия процессоров, процессов и бло-
ков, который предполагает отсутствие простоев 
процессоров МС при условии готовности блоков, 
а также невыполнение блоков при наличии про-
цессоров. На рис.1 представлен пример диаграм-
мы Ганта, которая отображает выполнение n=4 
неоднородных распределённых конкурирующих 
процессов, использующих структурированный на 
s=8 блоков ПР в МС с p=3 процессорами.

Если к условиям 1–4 добавить условие 6, 
то получим первый синхронный режим, обе-
спечивающий непрерывное выполнение блоков 
программного ресурса внутри каждого из вы-
числительных процессов. В условиях рассма-

Рис. 1. Диаграмма Ганта – асинхронный режим
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триваемого режима взаимодействие процессов, 
процессоров и блоков программного ресурса 
также удобно отображать с помощью аппарата 
линейных диаграмм Ганта (рис. 2).

Второй синхронный режим, определяемый 
условиями 1–4 и 7, обеспечивает непрерывное 
выполнение каждого блока всеми процессами. На 
рис. 3 рассмотрен случай для n=4, p=3, s=9.

Сравнительный анализ режимов организации 
распределённых взаимодействующих  

конкурирующих процессов

В [2, 4] исследованы базовые асинхронный и 
два синхронных режима, возникающих при орга-
низации процессов распределённых вычислений 
в условиях конкуренции за общий программный 
ресурс. Для вычисления наименьшего общего 

времени выполнения множества конкурирую-
щих неоднородных, однородных и одинаково 
распределённых процессов в рамках очерченных 
режимов получены различные математические 
соотношения. Определенный теоретический и 
практический интерес представляет задача срав-
нительного анализа полученных соотношений. 
Проведём такой анализ для класса одинаково рас-
пределённых  масштабируемых систем процессов 
вычислений с учетом накладных расходов ε > 0.

Пусть β = {(t1
ε, t2

ε,..., tn
ε,Tε

n) | Tε
n Σ

n

i=1
 , ti

ε = ti + ε > 0, 
i = 1,n} – множество всех допустимых ха-
рактеристических наборов систем одинаково  
распределённых взаимодействующих конкури-
рующих процессов. Выделим в β подмножество 
характеристических наборов вида:

Рис. 2. Диаграмма Ганта – первый синхронный режим

Рис. 3. Диаграмма Ганта – второй синхронный режим
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а равенство

выполняется для 1 ≤ i ≤ l ≤ n . 
Следовательно, справедлива цепочка равенств   

из которой вытекает требуемое равенство. Теоре-
ма доказана.

Теорема 2. Для любой одинаково распределен-
ной системы с параметрами p, n, s и накладными 
расходами ε > 0, характеристический набор ко-
торой не принадлежит , при 2 ≤ s ≤ p вы-
полняются соотношения: 

Доказательство. Условия теоремы 2 равно-
сильны неравенству. 

Доказательство последнего проведем индукцией 
по числу процессов n, n ≥ 2. При n = 2 множество  
всех допустимых характеристических наборов 
систем одинаково распределённых конкурирую-
щих процессов  будет принадлежать 
классу . 

Пусть, далее, неравенство (1) выполняется 
при n = j, т. е.

покажем, что оно справедливо при n = j + 1. Дей-
ствительно, при n = j + 1 имеем:

Рассмотрим два случая:
1.  Имеем:

 Для введённого подмножества характеристи-
ческих наборов справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть  – характеристи-
ческий набор любой одинаково распределённой 
масштабируемой вычислительной системы с па-
раметрами p, n, s  и накладными расходами ε > 0.  
Тогда в случае неограниченного параллелизма  
(2 ≤ s ≤ p) минимальные общие времена  и 

 выполнения множества одинаково рас-
пределенных конкурирующих процессов в асин-
хронном и двух базовых синхронных режимах 
совпадают.

Доказательство. Пусть , тогда для  
асинхронного и второго синхронного режима, 
обеспечивающего непрерывное выполнение каж-
дого блока Qj всеми n процессами для любого 
характеристического допустимого набора одина-
ково распределённой масштабируемой системы, 
в том числе и для любого характеристического 
набора , при (2 ≤ s ≤ p), имеют место  
следующие равенства [2]:

Пусть взаимодействие процессов, процессо-
ров и блоков осуществляется в рамках первого 
синхронного режима с непрерывным выполнени-
ем блоков программного ресурса внутри каждого 
из вычислительных процессов. Тогда при этом 
режиме для любого характеристического набора 
из β в случае неограниченного параллелизма вы-
полняется равенство:

Покажем, что для любого характеристиче-
ского набора  выполняется равенство  

из которого непосредственно следует справедли-
вость теоремы 1.

Так как , то для всех номеров  
1 ≤ i ≤ l ≤ n выполняется равенство, 
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Здесь второе слагаемое равно нулю, так как 
, а первое слагаемое больше нуля, ибо в 

противном случае , что противоречит 
условию теоремы 2.
2. Значение  находится в промежутке 1 ≤  i ≤  j.  

В этом случае имеем:

Здесь  

по индукционному предположению и в силу 
того, что . Покажем далее, что   

tε
j+1 – tε

j + max{tε
j – tε

j+1,0} ≥ 0. Действительно, для  
tε

j = tε
j+1 равенство нулю очевидно. 

При tε
j > tε

j+1 получаем tε
j+1 – tε

j + max{tε
j – tε

j+1,0} = 0, 
а при tε

j < tε
j+1 имеем, что tε

j+1 – tε
j + max{tε

j – tε
j+1,0} =  

= tε
j+1 – tε

j > 0, что и требовалось доказать.

Необходимые и достаточные условия  
эффективности масштабируемых систем

Выделим в классе одинаково распределённых 
систем взаимодействующих конкурирующих 
процессов стационарных систем.

Определение 3. Одинаково распределённую 
масштабируемую систему конкурирующих про-
цессов назовем стационарной, если выполняется 
цепочка равенств  t1 = t2 = ... = tn = t.

В теореме 1 доказано, что для систем одина-
ково распределённых взаимодействующих конку-
рирующих процессов минимальное общее время 
с учётом накладных расходов ε > 0 для всех трех 
базовых режимов, в случае s ≤ p совпадает и вы-
числяется по формуле

Нетрудно показать, что в случае стационарной 
одинаково распределённой масштабируемой систе-

мы конкурирующих процессов минимальное общее 
время их выполнения определяется равенством

Определение 4. Одинаково распределённую 
систему конкурирующих процессов будем назы-
вать эффективной при фиксированных p, s ≥ 2,  
если выполняется соотношение ∆ε(n) = sT n –   
– T(p ,n,s,ε) ≥ 0, где sT n  – время выполнения 
блоков Qj, j = 1,s всеми n процессами в последо-
вательном режиме.

При наличии двух эффективных одинаково 
распределённых масштабируемых систем взаимо-
действующих конкурирующих процессов будем 
считать, что первая более эффективна, чем вторая, 
если величина ∆ε(n) первой системы не меньше со-
ответствующей величины второй. Для введённого 
подмножества одинаково распределённых систем 
справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Для любой эффективной одинако-
во распределённой системы конкурирующих про-
цессов при s ≤ p и ε > 0 существует более эффек-
тивная стационарная одинаково распределённая 
система.

Доказательство. Рассмотрим любую эффек-
тивную одинаково распределённую систему. Со-
гласно определению 3, условие её эффективности 
с учётом (2) записывается в виде следующего не-
равенства:

где . Для любой стационарной оди-
наково распределённой системы имеет место 
равенство: 

где t = T n / n.
Рассмотрим стационарную одинаково рас-

пределённую систему, в которой  
Чтобы убедиться в справедливости теоремы 3 
достаточно доказать выполнение неравенства  
∆ε(n) ≤ ∆ε(n) для введённых эффективных систем. 
Подставив в левую и правую части последнего 
неравенства из (2) и (3) вместо ∆ε(n) и ∆ε(n) со-
ответствующие величины и проведя несложные 
преобразования, приходим к равносильному не-
равенству  
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Докажем справедливость последнего. Пусть 
для определённости , тогда проверка по-
казывает, что справедлива цепочка соотношений 

из которой следует справедливость требуемого 
равенства. Теорема 3 доказана. 

Следующее утверждение устанавливает до-
статочное условие эффективности одинаково рас-
пределённой системы общего вида.

Теорема 4. Если параметры p, n, s, ε одина-
ково распределённой масштабируемой системы 
взаимодействующих конкурирующих процессов 
удовлетворяют соотношениям: 

то такая система является эффективной.
Доказательство. Согласно (3), условие эф-

фективности равносильно неравенству:

Следовательно, для доказательства теоремы 4 
достаточно убедиться в справедливости (5). Не-
посредственная проверка показывает, что след-
ствием соотношений 

 
является це-

почка неравенств:

т. к. в силу выбора ε выполняется неравенство 
. Далее, из sn ≥ 2(n + s – 1) следует спра-

ведливость неравенства:

Проверка показывает, что неравенство (5) яв-
ляется следствием неравенств (6) и (7). Таким об-
разом, теорема 4 доказана.

Ниже формулируется и доказывается необхо-
димое и достаточное условие существования эф-
фективной системы одинаково распределённых 
конкурирующих процессов при достаточном чис-
ле процессоров p ≥ 3 в зависимости от величины 
накладных расходов ε.

Теорема 5. Для существования эффектив-
ной одинаково распределённой масштабируемой 
системы конкурирующих взаимодействующих 
процессов с заданными параметрами p ≥ 3, s ≤ p,  

ε > 0 и T n необходимо и достаточно выполнение 
следующих условий:

где  [x] – наибольшее 

целое, не превосходящее x.
Доказательство. Согласно (4), условие эф-

фективности любой одинаково распределённой 
системы конкурирующих n процессов определя-
ется соотношениями:

которые равносильны выполнению неравенства

Введем в рассмотрение функцию φ (x) = (s – 1)T n× 

× (x  – 1)/x(x + s – 1). Нетрудно проверить, что 
φ достигает своего максимума в точке  
при x > 0. Положим

Необходимость условий (8) будет доказана, 
если будет установлена невозможность противо-
положного утверждения, т. е. невозможность суще-
ствования одинаково распределённой масштаби-
руемой системы конкурирующих n процессов, для 
которой выполнялось бы неравенство противопо-
ложное неравенству (8) и которая была бы эффек-
тивной. Если предположить существование такой 
системы с n процессами, то должно выполняться 
соотношение n ≠ n0 , т. к. выше установлено, что 
одинаково распределённая система с n0 процесса-
ми эффективна. Следовательно, для нее имеет ме-
сто неравенство ε ≤ (s – 1) T n(n0– 1)/ n0(n0 + s – 1), 
в то время как для гипотетической системы с n про-
цессами должно выполняться в силу предположе-
ния неравенство ε ≥ (s – 1) T n(n0– 1)/ n0(n0 + s – 1).  
Очевидным следствием полученных неравенств, 
является неравенство ε > ε. Полученное противо-
речие устанавливает необходимость условий (8). 

Очевидно, такой системы нет при n = n0,  
т. к., в силу определения функции φ, для такого 
n выполняется неравенство противоположное не-
равенству (9) и, следовательно, такая система не 
может быть эффективной. 

min
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В случае n < n0, в силу определения n0, должна 
выполняться цепочка неравенств вида

из которой следует неэффективность предпола-
гаемой системы с n процессами в силу (9). 

Наконец, если n > n0, то следствием нера-
венств (9) и (10) является неэффективность пред-
полагаемой одинаково распределённой системы 
конкурирующих n процессов. Полученные про-
тиворечия во всех возможных случаях доказыва-
ют необходимость условий (8).

Достаточность условий (8) непосредственно 
следует из наличия функции φ со свойством (9). 
Действительно, в этом случае требуемой эффек-
тивной одинаково распределённой системой явля-
ется система с n = n0 конкурирующими процесса-
ми, где n0 определяется формулой (10). Теорема 5  
доказана.

Рис. 4. График функции y = φ(x)
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На рис. 4 изображен график функции  
y = φ(x), x > 0, при фиксированных s = 50, T n= 7 , 
ε = 5. Существование эффективной одинако-
во распределённой системы конкурирующих 
процессов определяется областью Ω, при этом 

 

Полученные необходимые и достаточные 
условия эффективности одинаково распределён-
ных масштабируемых систем конкурирующих 
взаимодействующих процессов имеют многочис-
ленные области применения. В частности, они 
могут быть использованы при проектировании 
системного и прикладного программного обе-
спечения, ориентированного на масштабируемые 
многопроцессорные системы, вычислительные 
сети, а также при решении проблем оптимально-
го использования вычислительных ресурсов.
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