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влияет на время изменения дерева. Стоит учиты-

вать, что увеличение числа статических примити-

вов увеличивает время трассировки, что также 

сказывается на графике «изменение дерева и трас-

сировка». 

Проведенные тесты показали, что использова-

ние предложенного подхода позволяет значитель-

но ускорить процесс визуализации последова-

тельности кадров в динамических сценах, если 

количество изменяемых примитивов составляет не 

более четверти всех примитивов сцены. 
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Решаются задачи нахождения времени выполнения распределенных конкурирующих процессов при ограничен-

ном числе копий программного ресурса в условиях неограниченного и ограниченного параллелизма. 

Ключевые слова: распределенный конкурирующий процесс, программный ресурс, асинхронный режим, синхрон-

ный режим, ограниченный параллелизм, неограниченный параллелизм, однородная система, одинаково распределен-

ная система. 
 

Во многих приложениях, связанных с проек- 

тированием многопроцессорных систем (МС),  

вычислительных комплексов, системного и при-

кладного ПО [1–2], оптимальной организации  

параллельных вычислительных процессов, значи-

тельный интерес представляют задачи, в которых 

множество конкурирующих процессов могут ис-

пользовать не одну, а несколько копий структури-

рованного программного ресурса (ПР). Случай, 

когда в общей памяти МС имеется одна копия ПР, 

с различных точек зрения описан в работах [3–5]. 

При этом были решены задачи нахождения мини-

мального общего времени выполнения распреде-

ленных конкурирующих процессов, использую-

щих структурированный на блоки ПР в различных 

режимах взаимодействия процессов, процессоров 

и блоков, получены критерии эффективности и 

оптимальности структурирования ПР, проведен 

сравнительный анализ режимов взаимодействия 

процессов, процессоров и блоков, решен ряд оп-

тимизационных задач по расчету числа процессов, 

минимального числа процессоров и др. Изучение 

этих и других задач, относящихся к оптимальной 

организации параллельных вычислений, приобре-

тает особую актуальность, когда в общей памяти 

МС одновременно могут размещаться две или бо-

лее копий (c) ПР. Такое обобщение носит принци-

пиальный характер ввиду того, что отражает ос-

новные черты мультиконвейерной обработки, а 

также позволяет сравнить эффективность конвей-

ерной и параллельной обработки. 

В данной работе строится и исследуется мате-

матическая модель организации конкурирующих 

процессов, использующих ограниченное число 

копий ПР. При этом с помощью метода структу-

рирования ПР на блоки с их последующей кон-

вейеризацией по процессам и процессорам иссле-

дуются оптимальные временные характеристики 

такой организации. 

 

Математическая модель  

распределенных вычислений  

при ограниченном числе копий ПР 

 

Конструктивными элементами для построения 

математических моделей систем распределенных 

вычислений являются понятия процесса и ПР. 

Процесс будем рассматривать как последова-

тельность блоков (команд, процедур) Q1, Q2, …, 

Qs, для выполнения которых используется множе-

ство процессоров (процессорных узлов, обрабаты-

вающих устройств, интеллектуальных клиентов). 

При этом процесс называется распределенным, ес-

ли все блоки или часть из них обрабатываются 

http://www.devmaster.net/articles%20/raytracing_series/%20part7.php
http://www.devmaster.net/articles%20/raytracing_series/%20part7.php
http://www.ray-tracing.ru/
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разными процессорами [2]. Для ускорения про-

цессы могут обрабатываться параллельно, взаи-

модействуя путем обмена информацией. Такие 

процессы называются кооперативными, или взаи-

модействующими. 

Ресурсом являются любые объекты, которые 

используются для выполнения процесса. Реенте-

рабельные (многократно используемые) – это ре-

сурсы, одновременно используемые несколькими 

вычислительными процессами. Для параллельных 

систем характерна ситуация, когда одну и ту же 

последовательность блоков или ее часть необхо-

димо выполнять многократно. Такую последова-

тельность будем называть программным ресурсом, 

а множество соответствующих процессов – конку-

рирующими. 

Математическая модель распределенной обра-

ботки конкурирующих взаимодействующих про-

цессов при ограниченном числе копий ПР вклю-

чает в себя: p процессоров МС (p2), которые 

имеют доступ к общей памяти; n распределенных 

конкурирующих процессов (n2); s блоков струк-

турированного на блоки ПР (s2); матрицу T=[tij], 

i 1,n , j 1,s , времен выполнения блоков ПР 

распределенными взаимодействующими конкури-

рующими процессами; c копий (2cp) структу-

рированного на блоки ПР, которые могут одно-

временно находиться в оперативной памяти, дос-

тупной для всех p процессоров, причем 
p

2
c

 
 

 
; 

параметр  (>0), характеризующий время допол-

нительных системных расходов, связанных с ор-

ганизацией конвейерного режима использования 

блоков структурированного ПР множеством взаи-

модействующих конкурирующих процессов при 

распределенной обработке.  

Также предположим, что число процессов n 

кратно числу копий c структурированного ПР, то 

есть n=mc, m2, и что взаимодействие процессов, 

процессоров и блоков ПР подчинено следующим 

условиям: 

 ни один из процессоров одновременно не 
может обрабатывать более одного блока; 

 процессы выполняются в параллельно-кон-

вейерном режиме группами, то есть осуществля-

ется одновременное (параллельное) выполнение c 

копий каждого блока в сочетании с конвейериза-

цией групп из c блоков по процессорам и процес-

сам; 

 обработка каждого блока ПР происходит 
без прерываний; 

 распределение блоков ПР по процессорам 

для каждого из процессов i=lc+q, i 1,n , l0, 

q 1,c , осуществляется циклически по правилу: 

блок с номером 
p

j k r
c

 
  

 
, j 1,s , k0, 

p
r 1,

c

 
  

 
, распределяется на процессор с номе-

ром q+c(r–1). 

Введем следующие режимы взаимодействия 

процессов, процессоров и блоков с учетом нали-

чия c копий ПР:  

 асинхронный режим, при котором начало 

выполнения очередной группы из c копий блока 

Qj, j 1,s , определяется наличием c процессоров 

и готовностью этой группы блоков к выполнению 

(программный блок считается готовым к выпол-

нению, если он не выполняется ни на одном из 

процессоров); 

 первый синхронный режим, обеспечиваю-

щий линейный порядок выполнения блоков ПР 

внутри каждого из процессов без задержек, то есть 

для каждого процесса i=lc+q, i 1,n , l0, q 1,c , 

момент завершения выполнения j-го блока на 

q+c(r–1)-м процессоре совпадает с моментом на-

чала выполнения следующего (j+1)-го блока на 

(q+cr)-м процессоре, j 1,s 1  , 
p

r 1,
c

 
  

 
; 

 второй синхронный режим, при котором c 

копий каждого блока непрерывно переходят по 

группам из с процессов, то есть момент окончания 

обработки c копий текущего блока совпадает с 

моментом начала их обработки на следующей 

группе из c процессоров. 

На рисунках 1–3 представлены диаграммы 

Ганта, иллюстрирующие выполнение n=4 распре-

деленных конкурирующих процессов, исполь-

зующих c=2 копии структурированного ПР в МС с 

p=7 процессорами в рассмотренных выше режи-

мах и с заданной матрицей времени выполнения 

блоков ПР с учетом дополнительных системных 

расходов 

3 1 4

2 2 1
T

1 3 3

4 1 2



 
 
 
 
 
 

. 

p

11t

12t

13t

41t
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43t
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н
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2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Рис. 1. Асинхронный режим 
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Определение 1. Система n распределенных 

конкурирующих процессов называется неодно-

родной, если время выполнения каждого из блоков 

ПР Q1, Q2, …, Qs зависит от объемов обрабаты-

ваемых данных и/или их структуры, то есть разное 

для разных процессов. 

Определение 2. Систему распределенных кон-

курирующих процессов будем называть однород-

ной, если время выполнения Qj-го блока каждым 

из i-х процессов одинаково, то есть tij=tj, i 1,n , 

j 1,s .  

Определение 3. Систему конкурирующих про-

цессов будем называть одинаково распределенной, 

если время tij выполнения каждого из блоков Qj, 

j 1,s , ПР каждым из i-х процессов совпадает и 

равно ti для всех i 1,n , то есть справедлива це-

почка равенств ti1=ti2=…=tis=ti для всех i 1,n . 

 

Время выполнения неоднородных  

распределенных процессов в асинхронном  

режиме при достаточном числе процессоров 
 

Обозначим минимальное общее время выпол-

нения n неоднородных распределенных конкури-

рующих процессов при ограниченном числе c ко-

пий ПР в МС с p процессорами в асинхронном 

режиме с учетом параметра  через ас

н
T (p, n, s, с) . 

Для его вычисления рассмотрим случаи неограни-

ченного 
p

s
c

  
  
  

 и ограниченного 
p

s
c

  
  
  

 

параллелизма. 

Пусть имеется система n=mc, m2, 2cp, не-

однородных распределенных конкурирующих 

процессов, причем число блоков s структуриро-

ванного ПР не превосходит числа групп процес-

соров по с процессоров в каждой, то есть 

p
2 s

c

 
   

 
. В этом случае без ограничения общ-

ности можно считать, что каждый Qj-й, j 1,s , 

блок i-го процесса, где i=lc+q, i 1,n , l0, q 1,c , 

закреплен за (q+c(r–1))-м процессором, 
p

r 1,
c

 
  

 
. 

Тогда для выполнения n процессов достаточно 

взять 
p

p s
c

 
  
 

 процессоров, а остальные 

p
p s

c

 
  
 

 процессоров не будут задействованы.  

Пусть 
ij

T [t ]
   – ns-матрица времени вы-

полнения блоков ПР каждым из i-х процессов с 

учетом параметра >0, где 
ij ij

t t
    , i 1,n , 

j 1,s . Для вычисления минимального общего 

времени ас

н
T (p, n, s, с)  можно воспользоваться 

функционалом задачи Беллмана–Джонсона, кото-

рый в данном случае будет иметь вид 
ас

н
T (p, n, s, c)   

1 2

1 2 s 1
1

u u

q (i 1)с, 1 q (i 1)с,2
1 u u ... u m

i 1 i u

max t t ...


 

   
    

 

 
   

 
    

s 1

m

q (i 1)с,s

i u

t




 



 
 
 
 ,         (1) 

где 
n

m
c

 , 
q (i 1)с,j q (i 1)с,j

t t


   
   , q 1,с , 

i 1,m , j 1,s , а u1, u2, …, us–1 – целые числа. 

Пример 1. Рассмотрим интерпретацию форму-

лы (1) на числовом примере. Пусть p=7, n=6, s=3, 

c=2, а время выполнения блоков процессами зада-

но матрицей 

3 1 4

2 2 1

1 3 3
T

4 1 2

3 2 1

1 4 1



 
 
 
 

  
 
 
 
  

.  

Тогда m=3, следовательно, функционал (1) 

примет вид 

1 2

1 2
1 2

ас

н

u u 3

q (i 1)2,1 q (i 1)2,2 q (i 1)2,3
1 u u 3

i 1 i u i u

T (p 7, n 6, s 3, c 2)

max t t t ,
  

     
  

  

    

 
   

 
  

 

q 1,2 . 

p

11t
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Рис. 3. Второй синхронный режим 
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Рис. 2. Первый синхронный режим 
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1) При q=1 имеем: 

1 2

1 2
1 2

1 2

1 2
1 2

u u 3

q (i 1)2,1 q (i 1)2,2 q (i 1)2,3
1 u u 3

i 1 i u i u

u u 3

2i 1,1 2i 1,2 2i 1,3
1 u u 3

i 1 i u i u

max t t t

max t t t .

  

     
  

  

  

  
  

  

 
   

 

 
   

 

  

  

 

Если u1=1, 
2

u 1,3 , если u1=2, u2=2,3, если 

u1=3, u2=3, тогда 

1 2

1 2
1 2

u u 3

2i 1,1 2i 1,2 2i 1,3
1 u u 3

i 1 i u i u

max t t t
  

  
  

  

 
   

 
    

1 1 3 1 2 3

2i 1,1 2i 1,2 2i 1,3 2i 1,1 2i 1,2 2i 1,3

i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 i 2

1 3 3 2 2 3

2i 1,1 2i 1,2 2i 1,3 2i 1,1 2i 1,2 2i 1,3

i 1 i 1 i 3 i 1 i 2 i 2

2 3

2i 1,1 2i 1,2

i 1 i 2

t t t , t t t ,

max t t t , t t t ,

t t

     

     

     

     

     

     

 

 

 

   

    

 

     

     

 
3 3 3 3

2i 1,3 2i 1,1 2i 1,2 2i 1,3

i 3 i 1 i 3 i 3

t , t t t
   

   

   

 
 
 
 

 
 
 

  
 

   

 

1,1 1,2 1,3 3,3 5,3 1,1 1,2 3,2 3,3 5,3

1,1 1,2 3,2 5,2 5,3 1,1 3,1 3,2 3,3 5,3

1,1 3,1 3,2 5,2 5,3 1,1 3,1 5,1 5,2 5,3

t t t t t , t t t t t ,

max t t t t t , t t t t t ,

t t t t t , t t t t t

         

         

         

        
 
          
 

        
 

3 1 4 3 1, 3 1 3 3 1,

max 3 1 3 2 1, 3 1 3 3 1,

3 1 3 2 1, 3 1 3 2 1

        
 

          
         

 

=max[12, 11, 10, 11, 10, 10]=12. 

2) При q=2 имеем: 

1 2

1 2
1 2

1 2

1 2
1 2

u u 3

q (i 1)2,1 q (i 1)2,2 q (i 1)2,3
1 u u 3

i 1 i u i u

u u 3

2i,1 2i,2 2i,3
1 u u 3

i 1 i u i u

max t t t

max t t t .

  

     
  

  

  

  
  

 
   

 

 
   

 

  

  

 

Если u1=1, 
2

u 1,3 , если u1=2, u1=2,3, u1=3, 

u2=3, тогда 

1 2

1 2
1 2

u u 3

2i,1 2i ,2 2i ,3
1 u u 3

i 1 i u i u

1 1 3 1 2 3

2i,1 2i ,2 2i ,3 2i ,1 2i ,2 2i ,3

i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 i 2

1 3 3 2 2

2i,1 2i ,2 2i ,3 2i ,1 2i ,2 2i ,3

i 1 i 1 i 3 i 1 i 2

max t t t

t t t , t t t ,

max t t t , t t t

  

  
  

     

     

     

    

 
   

 

   

    

  

     

    
3

i 2

2 3 3 3 3 3

2i,1 2i ,2 2i ,3 2i ,1 2i ,2 2i ,3

i 1 i 2 i 3 i 1 i 3 i 3

,

t t t , t t t



     

     

 
 
 
 

 
 
 

    
 



     

 

2,1 2,2 2,3 4,3 6,3 2,1 2,2 4,2 4,3 6,3

2,1 2,2 4,2 6,2 6,3 2,1 4,1 4,2 4,3 6,3

2,1 4,1 4,2 6,2 6,3 2,1 4,1 6,1 6,2 6,3

t t t t t , t t t t t ,

max t t t t t , t t t t t ,

t t t t t , t t t t t

max

         

         

         

        
 
          
 

        
 



2 2 1 2 1, 2 2 1 2 1,

2 2 1 4 1, 2 4 1 2 1,

2 4 1 4 1, 2 4 1 4 1

        
 

         
         

 

=max[8, 8, 10, 10, 12, 12]=12. 

Следовательно, минимальное общее время вы-

полнения n=6 неоднородных распределенных 

взаимодействующих конкурирующих процессов, 

использующих c=2 копии структурированного на 

s=3 блока ПР, в МС с p=7 процессорами в асин-

хронном режиме составит ас

н
T (p, n, s, с) 12 . При 

этом будут использованы 6 процессоров. 

Рассмотрим алгоритм, позволяющий решить 

задачу определения минимального общего време-

ни ас

н
T (p, n, s, с)  выполнения неоднородных рас-

пределенных конкурирующих процессов в асин-

хронном режиме значительно эффективнее.  

По заданным s, c, 
n

m
c

  и матрице 

q (i 1)с,j
T [t ]

 

 
 , q 1,c , i 1,m , j 1,s , строим 

c-слойный вершинно-взвешенный граф c

1
G . Каж-

дый q-й, q 1,c , слой графа c

1
G  состоит из вер-

шин 
q (i 1)c,j

t


 
, i 1,m , j 1,s , которые располо-

жены в узлах прямоугольной ms-решетки, при-

чем 
q1

t
  – входные вершины, 

q t,s
t



 – выходные, 

q 1,c , t=(m–1)c (рис. 4). Дуги в каждом слое q 

отражают линейный порядок выполнения блоков 

Qj, j 1,s , ПР каждым (q+(i-1)c)-м процессом, 

q 1,c , i 1,m , а также линейный порядок ис-

пользования каждого блока всеми m процессами. 

11
t

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t
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1s
t



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Рис. 4. Граф 
c

1G  
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Таким образом, выведем следующую теорему. 

Теорема 1. Минимальное общее время выпол-

нения n=mc, m2, неоднородных распределенных 

конкурирующих процессов, использующих 2cp 

копий структурированного на 
p

2 s
c

 
   

 
 блока 

ПР с временем выполнения блоков с учетом до-

полнительных системных расходов 
ij

[t ]
 , i 1,n , 

j 1,s , в МС с p, 
p

2
c

 
 

 
, процессорами в асин-

хронном режиме, определяется длиной критиче-

ского пути в c-слойном вершинно-взвешенном 

графе c

1
G  из начальной вершины 

q1
t
  в конечную 

q (m 1)с,s
t


 
, q 1,c , 

n
m

c
 . 

Пример 2. Используя данные примера 1, найти 

минимальное общее время ас

н
T (p, n, s, с) , исполь-

зуя алгоритм нахождения критического пути в  

c-слойном вершинно-взвешенном графе c

1
G . 

По заданным n=6, s=3 и матрице T

 строим  

2-слойный (c=2) вершинно-взвешенный граф c

1
G  

(рис. 5). Каждый слой содержит ms вершин, где 

m=n/c=3. Длина критического пути в графе равна 

12, что совпадает с минимальным общим време-

нем, полученным в примере 1. 

 

Асинхронный режим выполнения  

распределенных конкурирующих процессов  

в условиях ограниченного параллелизма 

 

Рассмотрим случай ограниченного паралле-

лизма, то есть когда число блоков структуриро-

ванного ПР больше числа групп по c процессоров 

в каждой, то есть 
p

s
c

 
  
 

, 
p

s k r
c

 
  

 
, k1, 

p
1 r

c

 
   

 
. 

Как и в случае с одной копией ПР в общей па-

мяти МС множество из s блоков разобьем на (k+1) 

групп по 
p

c

 
 
 

 блоков в каждой, за исключением 

(k+1)-й группы, которая будет содержать r бло-

ков. Тогда матрицу 
ij

T [t ]
  , i 1,n , 

p
j 1, k r

c

  
   

  
, времени выполнения блоков 

разбиваем на (k+1) подматрицу 
l

T
 , l 1,k 1  , 

размерностью 
p

n
c

 
  
 

 каждая, за исключением 

последней 
k 1

T



, которая будет содержать при s, не 

кратном 
p

c

 
 
 

, только r столбцов, а остальные 

p
r

c

 
 

 
 столбцов будут нулевыми. По каждой из 

подматриц 
l

T
 , l 1,k 1  , строим (k+1)-ю линей-

ную диаграмму Ганта, каждая из которых отобра-

жает во времени выполнение очередных 
p

c

 
 
 

 бло-

ков структурированного ПР на 
p

с
c

 
 
 

 процессорах 

всеми n процессами, использующими ограничен-

ное число c копий структурированного ПР. При 

r0 (k+1)-я диаграмма будет отражать выполне-

ние последних r блоков на cr процессорах. На ри-

сунке 6 представлена диаграмма Ганта для МС с 

параметрами p=7, n=4, s=3, c=2:  

3 1 4 2 1 4 2 1

2 2 1 1 3 3 2 2
T

1 3 3 1 1 3 3 1

4 1 2 3 1 1 2 5



 
 
 
 
 
 

. 

Cуммарное время выполнения всех процессов, 

использующих c копий ПР, в этом случае будет 

определяться как сумма длин критических путей в 

ас

н
T (p,n,s,c)

p
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t
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t
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Рис. 6. Несовмещенная диаграмма Ганта 
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Рис. 5. С-слойный вершинно-взвешенный граф 
c
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каждой из подряд идущих несовмещенных диа-

грамм Ганта. Однако это время можно сократить, 

если последовательно поблочно совмещать диа-

граммы Ганта, начиная со второй, по оси времени 

справа налево на максимально возможную вели-

чину, не нарушая технологические условия асин-

хронного режима. В результате совмещения полу-

чим результирующую совмещенную диаграмму 

Ганта (рис. 7). 

Полученная структура результирующей со-

вмещенной диаграммы Ганта определяется мат-

рицей T
*
 (2), которая состоит из подматриц 

1 2 k 1
T , T , ..., T

  


. В матрице T

*
 учтены как все го-

ризонтальные, так и все вертикальные связи меж-

ду блоками, а также связи между блоками из раз-

ных диаграмм Ганта. Отметим также, что резуль-

тирующая матрица T
*
 имеет размерность 

p
(k 1)n (k 1)

с

 
    

 
, является блочной, симмет-

ричной, верхней диагональной относительно вто-

рой диагонали, типа Ганкелевой порядка k+1 

1 2 3 k k 1

2 3 4 k 1

* 3 4 5

k k 1

k 1

T T T T T

T T T T 0

T T T 0 0
T

T T 0 0 0

T 0 0 0 0

    



   



  

 







 
 
 
 

  
 
 
 
  

, (2) 

где 
l

T
  и 

k 1
T




 – матрицы вида 

p p p
1,( l 1) 1 1,( l 1) 2 1,l

с с с

p p p
2,( l 1) 1 2,( l 1) 2 2,l

с с с

p p p
n ,( l 1) 1 n ,( l 1) 2 n ,l

с с с

l

t t t

t t t

T

t t t

     
        

     

     
        

     

     
        

     

  

  



  

 
 
 
 

  
 
 
 
 

, l 1,k , 

p p p
1,k 1 1,k 2 1,k r

с с с

p p p
2,k 1 2,k 2 2,k r

с с с

p p p
n ,k 1 n ,k 2 n ,k r

с с с

k 1

t t t 0 0

t t t 0 0

T

t t t 0 0

     
       

     

     
       

     

     
       

     

  

  





  

 
 
 
 

  
 
 
 
 

. 

По матрице T
*
 построим c-слойный вершинно-

взвешенный граф c

2
G , аналогичный графу c

1
G . 

Вершинам каждого слоя q размерности 

p
(k 1)m (k 1)

c

 
    

 
 графа c

2
G  будут приписаны 

веса 
q (i 1)c,j

t


 
, q 1,c , i 1,(k 1)m  , j 1,s . 

Вершины 
q1

t


 будут являться входными, а 

q ((k 1)m 1)с,s
t


  
 – выходными, q 1,c . Выведем сле-

дующую теорему. 

Теорема 2. Минимальное общее время 
ас

н
T (p, n, s, с)  выполнения n, n2, неоднородных 

распределенных конкурирующих процессов, ис-

пользующих линейно структурированный на s, 

s2, блоков ПР, с временем выполнения блоков с 

учетом дополнительных системных расходов >0, 

задаваемых матрицей 
ij

T [t ]
  , i 1,n , j 1,s , в 

МС с p, p2, процессорами и c2 копиями струк-

турированного ПР 
p

2
c

  
  

  
, в асинхронном ре-

жиме в случае неограниченного параллелизма 

p
s

c

  
  
  

, определяется длиной критического пу-

ти из начальной вершины 
q1

t
  в конечную 

q ((k 1)m 1)с,s
t


  
, q 1,c , графа c

2
G . 

Пример 3. По значениям параметров диаграм-

мы Ганта, изображенной на рис. 6, найти мини-

мальное общее время ас

н
T (p, n, s, с) , используя ал-

горитм нахождения критического пути в c-слой-

ном вершинно-взвешенном графе c

2
G . 

Так как 
p

3
c

 
 

 
, то 

p
8 s k r 2 3 2

c

 
      

 
, 

следовательно, k=2, r=2. Матрицу T

 разбиваем на 

подматрицы 
l

T
 , l 1,3 , размерностью 43 каж-

дая. Матрица T
*
 будет иметь размерность 

p
(k 1)n (k 1) 12 9

с

 
     

 
 и следующий вид: 

*

3 1 4 2 1 4 2 1 0

2 2 1 1 3 3 2 2 0

1 3 3 1 1 3 3 1 0

4 1 2 3 1 1 2 5 0

2 1 4 2 1 0 0 0 0

1 3 3 2 2 0 0 0 0
T

1 1 3 3 1 0 0 0 0

3 1 1 2 5 0 0 0 0

2 1 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0

3 1 0 0 0 0

2 5 0 0 0 0

     
     
     
     
     
     

     
     
     
     
     
     

   
   
   
   
   
   

.

0

0 0 0

0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
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Рис. 7. Совмещенная диаграмма Ганта 
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Построим по матрице T
*
 2-слойный вершинно-

взвешенный граф c

2
G  (рис. 8). Длина критическо-

го пути равна 22. 

 

Время выполнения однородных и одинаково 

распределенных конкурирующих процессов 

 

Согласно определению 2, систему распреде-

ленных конкурирующих процессов будем считать 

однородной, если время выполнения каждого бло-

ка Qj, j 1,s , каждым из процессов равное, то 

есть 
ij j

t t
  , i 1,n , j 1,s .  

На рисунке 9 представлена диаграмма Ганта, 

иллюстрирующая выполнение однородных рас-

пределенных конкурирующих процессов при ог-

раниченном числе копий ПР в МС с параметрами 

p=7, n=4, s=3, c=2, 

3 1 4

3 1 4
T

3 1 4

3 1 4



 
 
 
 
 
 

. 

Оценим общее время выполнения n однород-

ных распределенных конкурирующих процессов в 

асинхронном режиме, использующих c копий 

структурированного ПР. Пусть 
1 2 s

(t , t , ..., t )
    – 

длительности выполнения каждого из блоков Qj, 

j 1,s , ПР с учетом накладных расходов , 

j j
t t
    , j 1,s . Обозначим длительность вы-

полнения всего ПР каждым из процессов через 
s

s s

j

j 1

T t




 .  

Покажем, что в этих условиях вычисление об-

щего времени ас

о
T (p, n, s, с)  в случае неограни-

ченного параллелизма сводится к нахождению 

общего времени выполнения однородных распре-

деленных процессов при одной копии структури-

рованного ПР. При n=mc, m2, 2cp, выполне-

ние c копий структурированного ПР в асинхрон-

ном режиме равносильно выполнению c групп по 

m процессов, конкурирующих за использование 

одной копии ПР на 
p

c

 
 
 

 процессорах. 

Из формулы вычисления общего времени вы-

полнения n однородных конкурирующих процес-

сов, использующих одну копию структурирован-

ного ПР с учетом того, что n=mc, m2, 2cp, по-

лучаем 

ас ас

о о

s

j
1 j s

p
T (p,mc,s,c) T ,m,s,1

c

T (m 1)maxt .



 

  
   

  

  

   (3) 

Для доказательства формулы (3) воспользуем-

ся функционалом (1) задачи Беллмана–Джонсона, 

который для систем однородных конкурирующих 

процессов примет вид 

,

1 2

1 2 s 1
1 s 1

ас

о

u u m

1 2 s
1 u u ... u m

i 1 i u i u

s

j j
1 j s

j 1

T (p,n,s,c)

max t t ... t

t (m 1)maxt




  

    
  

 

 




 
     

 

  

  



 

где 
n

m
c

 , 
j j

t t
    , j 1,s , а u1, u2, …, us–1 – 

целые числа.  
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Рис. 8. Граф 
cG2  
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Рис. 9. Асинхронный режим – однородные процессы 
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В случае, когда 
p

s
c

 
  
 

, 
p

s k
c

 
  

 
, k>1, мат-

рица времени выполнения блоков ПР строится 

аналогично матрице T
*
. Отличие в том, что в каж-

дой из подматриц 
l

T
 , l 1,k , матрицы T

*
 все 

строки совпадают. Тогда, по аналогии с теоремой 

2, общее время ас

н
T (p, n, s, с)  выполнения n рас-

пределенных однородных конкурирующих про-

цессов при ограниченном числе копий ПР опреде-

ляется длиной критического пути из начальной 

вершины в конечную соответствующего сетевого 

графа. 

Если 
p

s
c

 
  
 

, 
p

s k r
c

 
  

 
, k1, 

p
1 r

c

 
   

 
, 

то последняя подматрица 
k 1

T



 матрицы T

*
 будет 

содержать 
p

r
c

 
 

 
 нулевых столбцов. 

Определение 4. Однородное структурирование 

ПР на s блоков с временем выполнения 

1 2 s
(t , t , ..., t )

   , 
s

s s

j

j 1

t T




 , будем называть равно-

мерным, если 
1 2 s

t t ... t t
       . 

Следствие. В случае равномерного структури-

рования для вычисления минимального общего 

времени выполнения распределенных конкури-

рующих процессов при ограниченном числе ко-

пий программного продукта имеют место форму-

лы 

 

 

ас

р

p
m s 1 t , min{m,s},

c

p p
km 1 t , min{m,s},

c c

p
T (p, n, s, с) s k , k 1,

c

p
(k 1)m r 1 t , min{m,s},

c

p p
s k r, k 1, 1 r .

c c







  
    

 
    

      
    

  
    

 
  
     
  


               

 

Рассмотрим систему одинаково распределен-

ных конкурирующих процессов. Время выполне-

ния всех ее блоков с учетом накладных расходов  

каждым из i-х процессов совпадает и равно 
i

t
 , то 

есть справедлива цепочка равенств 

i1 i2 is i
t t ... t t
        для всех i 1,n . 

На рисунке 10 представлена диаграмма Ганта, 

иллюстрирующая выполнение одинаково распре-

деленных конкурирующих процессов в МС с па-

раметрами p=7, n=4, s=3, c=2, 

3 3 3

4 4 4
T

2 2 2

1 1 1



 
 
 
 
 
 

 в 

случае неограниченного 
p

s
c

  
  
  

 параллелизма. 

Обозначим через 
m

q

q (i 1)c

i 1

T t


  



  суммарное 

время выполнения каждого из блоков Qj, j 1,s , 

всеми m процессами из q-й группы, а 
q

max q (i 1)c
1 i m

t maxt


 
 

 – максимальное время выполне-

ния блока из этой группы, q 1,c . Справедлива 

следующая теорема. 

Теорема 3. Минимальное общее время вы- 

полнения n, n2, одинаково распределенных кон-

курирующих процессов, использующих структу-

рированный на s, s2, блоков ПР в МС с p, p2, 

процессорами в асинхронном режиме при ограни-

ченном числе копий ПР составляет величину 
ас

ор
T (p, n, s, с) , равную 

 

при

или но

при

и

при

и

q q

max

q q

max

q q

max

ас

oр
1 q c

q q

max

q q

max

p
T (s 1)t s

c

p p
s , T t ,

c c

p p
kT 1 t s k , k 1,

c c
T p,n,s,c max

p
T t ,

c

p
(k 1)T (r 1)t s k r,

c

p
k 1, 1 r T

c







 





 
    

 

   
    
   

    
       

    


 
  
 

 
     

 

 
    

 

q q

max

p
t .

c


















  
   
  

 

Для доказательства рассмотрим сначала слу-

чай, когда 
p

s
c

 
  
 

 или 
p

s
c

 
  
 

, но q q

max

p
T t

c


 
  
 

. 

Воспользуемся функционалом (1) задачи Беллма-

на–Джонсона, который для систем одинаково рас-

пределенных конкурирующих процессов примет 

вид 
ас

op
T (p, n, s, c)   

1 2

1 2 s 1
1

u u

q (i 1)с q (i 1)с
1 u u ... u m

i 1 i u

max t t ...


 

   
    

 
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Рис. 10. Асинхронный режим – одинаково  

распределенные процессы 
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s 1

m
q

q (i 1)с q (i 1)c
1 i m

i u

t T (s 1)maxt ,



 

    
 

 

   
 
 

  

где 
n

m
c



, 
q (i 1)с q (i 1)с

t t



   

  

, q 1,с



, i 1,m



, 

u1, u2, …, us–1 – целые числа.  

Рассмотрим далее случай, когда 
p

s k
c

 

   

, 

k>1, и q q

max

p
T t

c


 

   

. Вычисление общего времени 

ас

ор
T (p, n, s, с)  с помощью функционала задачи 

Беллмана–Джонсона приводит к формуле 
ас

ор
T (p,n,s,c)



  

1 2

1 2 p
1 1

c

u u

q (i 1)с q (i 1)с
1 u u ... u km

i 1 i u

max t t ...

 

  

 

   
      

 
   

 

   

p
1

c

km
q q

q (i 1)с max
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, вычисление общего времени с 

помощью функционала задачи Беллмана–Джонсо-

на приводит к третьей формуле для вычисления  
 

общего времени выполнения одинаково распреде-

ленных конкурирующих процессов при ограни-

ченном числе копий ПР. 

В заключение отметим, что рассмотренное 

обобщение математической модели с одним 

структурированным ПР (конвейером) на случай 

ограниченного числа ПР позволяет установить 

взаимосвязи мультиконвейерной обработки с ана-

логичной обработкой при одном программном 

конвейере, получить аналитические оценки обще-

го времени выполнения конкурирующих процес-

сов при ограниченном параллелизме и провести 

математическое исследование эффективности и 

оптимальности мультиконвейерной организации 

конкурирующих процессов, вскрыть потенциаль-

ные возможности роста ускорения вычислений, 

выполнить сравнительный анализ различных ре-

жимов такой обработки. 
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Рост цен на энергоносители требует разработ-

ки новых технологий производств, которые по-

зволяют использовать как целевые продуктовые 

потоки, так и все многообразие побочных продук-

тов [1]. Следовательно, необходимы кинетические 

модели, с помощью которых можно с высокой 

точностью рассчитать концентрацию всех этих 

продуктов. Для построения подобных моделей не-
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