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В работах [1, 2] в рамках математической модели организации распреде­
ленной обработки конкурирующих процессов введены и исследованы асин­
хронный и первый синхронный режимы взаимодействия процессов, интеллек­
туальных исполнителей и блоков используемого структурированного ресурса. 
Показано, что параллельную систему распределенных процессов можно рас­
сматривать как некоторый агрегированный процесс, получаемый путем парал­
лельного объединения его взаимодействующих составляющих; решены зада­
чи определения минимального общего времени реализации множества распре­
деленных кооперативных процессов, конкурирующих за многократно 
используемый ресурс. При этом применен аппарат теории расписаний и теории 
сетевых графов [3], что позволило разработать методы нахождения точных 
значений минимального общего времени выполнения распределенных процес­
сов в параллельных распределенных системах.

В настоящей работе исследуется второй базовый синхронный режим 
организации конкурирующих процессов [4], который обеспечивает непре­
рывное использование каждого из блоков структурированного ресурса. 
Интерес к подобной математической модели инициирован, в частности, изу­
чением процесса доставки хлебопекарной продукции предприятиями КУП 
«МинскхлебпрОм». Компьютеризация производственно-сбытовых процес­
сов хлебопекарных предприятий становится заметной современной тенден­
цией. В логистической цепи хлебопекарных предприятий «производство - 
отгрузка - доставка» «узкими местами» на стадии отгрузки являются де­
фицит транспортных средств, очередь на погрузку и дефицит требуемого 
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ассортимента готовой продукции при наличии невыполненных заявок. Воз­
никающая в связи с этим неопределенность в расписании доставки снижает 
производительность всей системы товоропроводящей сети. Синхрониза­
ция всех стадий транспортно-логистической цепи и ее оптимизация возможны 
при наличии эффективной автоматизированной информационной поддерж­
ки всех производственно-сбытовых процессов предприятия. Предлагаемая 
математическая модель учитывает цикличность производственно-сбыто­
вых процессов, ограииченность используемых ресурсов и позволяет стро­
ить эффективные синхронные расписания на основе легкопрограммируемых 
алгоритмов.

Математическая модель распределенных процессов
Как и в работе [1], будем рассматривать процесс как последователь­

ность блоков (команд, наборов действий) Is = (l,2,...,s), для выполнения 

которых используется множество интеллектуальных исполнителей (процес­
соров, обрабатывающих устройств, роботов). При этом процесс называет­
ся распределенным, если все блоки или часть из них обрабатываются раз­
ными интеллектуальными исполнителями. Для ускорения процессы могут 
обрабатываться параллельно разными устройствами, взаимовлияние кото­
рых осуществляется путем обмена информацией. Такие процессы называ­
ются кооперативными, или взаимодействуюйщми.

Понятие ресурса используется для обозначения любых объектов па­
раллельной системы. Типичным для подобных систем является многократ­
ное выполнение интеллектуальным пользователем одной и той же после­
довательности команд, которую будем называть программным ресурсом, 
а множество соответствующих процессов - конкурирующими.

Предположим, что нижеперечисленные объекты образуют математи­

ческую модель конкурирующих распределенных процессов: р, р^2, ин­

теллектуальных клиентов; и, п > 2 , распределенных конкурирующих про­

цессов; s, s>2, блоков структурированного программного ресурса; мат­

рицу Г = [^], / = 1,л, j = l,.v, времен выполнения блоков процессами. 

Введем в рассмотрение параметр £ > 0 , характеризующий накладные рас­
ходы, затрачиваемые на организацию параллельного выполнения блоков 
программного ресурса множеством конкурирующих процессов [4].
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Взаимодействие обрабатывающих устройств, процессов и блоков про­
граммного ресурса подчинено следующим условиям, которые определяют 
второй синхронный режим [5], обеспечивающий непрерывное выполнение 
каждого блока всеми процессами: ни один из блоков программного ресурса 
не может обрабатываться одновременно более чем одним интеллектуальным 
клиентом; ни один из интеллектуальных клиентов не может обрабатывать од­
новременно более одного блока; обработка каждого блока программного ре­
сурса осуществляется без прерываний; распределение блоков программного 
ресурса по обрабатывающим устройствам для каждого из процессов осуще­

ствляется циклически по правилу: блок с номером j = kp + i, j=\,s, i = \,p, 

к > 0, распределяется на обрабатывающее устройство с номсром і.,

Синхронный режим с непрерывным выполнением каждого 
блока всеми интеллектуальными клиентами
Интерес представляют задачи, связанные с получением математических 

соотношений минимального общего времени взаимодействия обрабатываю­
щих устройств, процессов и блоков структурированного программного ресурса.

Система «-распределенных конкурирующих процессов называется неодно­

родной, если время выполнения блоков программного ресурса й>02>— 

зависит от объемов обрабатываемых данных и/или их структуры.
При s — р рассматриваемый режим взаимодействия процессов, интел­

лектуальных клиентов и блоков совпадает с технологией выполнения опе­
раций в многостадийной задаче теории расписаний с п требованиями и s 
приборами, когда каждый прибор обслуживает требования непрерывно одно 
за другим [6]. Следовательно, общее время выполнения неоднородных 

конкурирующих распределенных процессов T2(p,n,s,e) будет определяться 

при s = р функционалом этой задачи. Полагая, что в нем время обслужи­

вания 1-го требования j-м прибором равно , получим

у у—1 п
+1Х.

,i=l J /=1

где , і = 1,W , j - 1,5 •

T2(p,n,s,E) = T2(p,n,p,E) = j^max
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Очевидно, что при s<p

T^p,n,s,e) = T\s,n,s,e) = ]£max £/f 
" і5,-л Lzr m

Iе 
ij+l (i)

Пусть далее s = kp + r, k^.1, 1< r < p, т. e. число блоков является ог­
раниченным. Тогда произведем разбиение множества блоков на к +1 груп­
пу по р блоков в каждой, за исключением последней, которая может содер­
жать г блоков, если s не кратно р. Это равносильно разбиению исходной 

матрицы времен выполнения блоков [/®], / = 1,и, j = l,s на к + 1 подматри­

цу по р столбцов в каждой, причем подматрица і +1 в случае, когда s не 
кратно р, будет содержать г столбцов.

При s = kp , к> \ , рассмотрим к последовательных диаграмм Ганта, 

каждая из которых отображает во времени выполнение р блоков програм­
много ресурса на р обрабатывающих устройствах всеми п процессами и 
воспользуемся приемом их совмещения. Ниже приведены несовмещенная 
и совмещенная диаграммы Ганта для случая и = 4, р = 3, х = 9; время 
выполнения блоков указано на диаграммах (рис. 1).

р..

2 112 3 12 1 12 2 1

2 1 3 2 1 1 2 3 2 3 2 1 1

32 411312 2 4 321 --------------------------------------- --------------------------------------------

33_________________
T2(p,n,s,e)

Рис. 1. Диаграммы Ганта для случая п = 4, р =3, s = 9
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По формуле (1) для вычисления 7}£ получим следующее соотношение:

Г, (2)

где zf■' = +e=ti (M)P+J + є - время выполнения z-м процессомJ-ГО блока 

в 1-й группе блоков с учетом параметра є , і = 1,и, j = 1,р, 1 = 1,к ■

Анализ последовательных диаграмм Г анта показывает, что

T2H(p,n,s,E) = Т2{р,п,кр,Е) = ХГ , (3)
/=1

где 7}Е определяется по формуле (2), а величина £2 является величиной 

максимально допустимого суммарного совмещения соседних диаграмм по 
оси времени / -й и (/ +1) -й диаграмм. В [7] доказана следующая

Лемма. Величина £2 максимально допустимого суммарного совмещения 
соседних диаграмм Ганта по оси времени определяется из соотношения

£2 > X min {(t),(ot}, 
z=i

i-l ti
- zгде а>, = тіп{Гг -+ Де;/+1} и <ц=шт-

' t<j<p ' 4 lj ISiS»

+ X {ЧР ' ~ отрезки мак­

симально допустимого совмещения по оси времени.
В последней формуле

tw 
W=1

- время завершения обработки г-м

процессомj-ro блока в 1-й группе блоков,

- время начала выполнения J -го блока

первым процессом для I -й группы блоков, і = 1,п, j = 1,р, 1 = 1,к.
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Подставляя значение Т;£ из (2) в (3) и в соответствии с леммой, полу­

чаем оценку для вычисления Т2(р,п,кр,е) вида

Т^Р,п,кр,е) <^Tte -£тіп{ю;Х}.

Аналогично в случае s = kp + r, к>1, \<г<р, общее время 

Тя2(р,и,Лр+г,е) определяется по формуле:

тн2(р,п,кр+г,е) < 5
Z=1 /=1

где в)к. (Dk находятся по формулам:

set' (4)

(5)

Таким образом, имеет место следующая
Теорема 1. В условиях взаимодействия процессов, интеллектуальных кли­

ентов и блоков во втором синхронном режиме для любых 

р>2, п>2, s>2, є >0, минимальное общее время выполнения неоднород­
ных распределенных конкурирующих процессов определяется по формулам:

при s = kp + r, к>\, 1<г<р,
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где Tte определяется по формуле (2), ГД, - по формуле (4), a)t и (о, - по 

формулам из леммы, а шк и (Ок - по формулам (5).
Рассмотрим процедуру нахождения минимального общего времени 

T„(j),n,s,e) с помощью математического аппарата сетевых дуго-взвешен- 

ных графов. При s = kp , к > 1, введем следующие обозначения [6]:

• 4J = 4 + £ = +£ ~время выполнения J -го блока і -го процес-

сав I -й группе блоков с учетом параметра є, i = l,n, j = \,p, 1 = 1,к',

• Tr.J - суммарная длительность выполнения j -го блока в / -й группе 

блоков всеми и процессами, j = l,p, 1 = 1,к',

• - время задержки начала выполнения (у +1) -го блока по отно­

шению к j -му блоку для первого процесса в / -й группе блоков, 

j = l,p-l, 1 = Ц;

• A'1' - время задержки начала выполнения первого блока в (/ +1) -й

группе по отношению к р -му блоку в I -й группе, I = 1,к -1 •

В силу того, что рассмагриваемый режим распределенной обработки 
обеспечивает непрерывное выполнение каждого блока программного ре­
сурса всеми процессами, и с учетом введенных выше обозначений имеют 
место следующие соотношения:

ту=5я, j=^,i=TTk, (6)

А У = max
]<v<n ,l = l,k-l- (8)
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При s = kp + r, к>\, 1<г<р, в формуле (6) 1 = 1,к + 1, причемj при 

/ = А + 1 изменяется оті до г .Формула (7) для первых к групп блоков имеет тот 

же вид, но при l = k + l j изменяется от 1 до г -1. В формуле (8) 7 = 1, к.

Далее строим сетевой дуго-взвешенный граф специального вида G[ 

(рис. 2) следующим образом [7]. Вершины графа расположим в узлах 

прямоугольной решетки размерности (к + 2) хр. Каждая из вершин графа,

Рис. 2. Сетевой дуго-взвешенный граф специального вида
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за исключением р заключительных вершин, из них р — г находятся на 

(к +1) -м уровне и г-на (к + 2) -м, определяет момент старта j -го блока 

в I -й группе блоков, j = 1,р, I = , а для (к +1) -го уровня - j = 1,г.

При этом на (к + 2) -м уровне граф G1 будет содержать р-г фиктивных 

вершин. Заключительные висячие вершины определяют моменты завер­
шения выполнения процессов.

Пронумеруем вершины графа Gl парой чисел, первое из которых озна­

чает номер группы блоков (1, 2, ..., k+ 2), а второе - номер блока первого 

процесса в этой группе (1, 2, ..., р).

Вершины в графе соединим дугами трех типов:

• горизонтальными дугами соединим вершины (l,j) и (7,j + l),

/ = 1,А + 2, j = \p', ,

• вертикальными дугами соединим вершины (/,/) и (1 + 1, j), 

1 = 1,к+2, j = l~p;

• наклонными дугами соединим вершины (1,р) и (Z + 1,1), I = 1,А + 1.

Горизонтальным дугам припишем время задержек начала выполнения 

(j +1) -го блока по отношению к j -му блоку для первого процесса в каж­

дой из I групп блоков, j = 1,р — 1, I = 1,к, которые вычисляются по фор­

мулам (7). При этом горизонтальным дугам, соединяющим соседние вер­

шины, начиная с (к + 1,г) идо (к + 1,р) на (к + 1) -м уровне, и всем гори­

зонтальным дугам на (к + 2) -м уровне припишем нулевую длительность.

Вертикальным дугам припишем суммарные длительности выполнения 

j-го блока в I -й группе блоков всеми п процессами, j = 1,р, 1 = 1,к, ко­

торые вычисляются по формулам (6) с учетом того, что при I = к +1 

J = 1,г. При этом вертикальным дугам, выходящим из вершин (к +1) -го 

уровня, начиная с вершины (к +1, г +1), припишем нулевую длительность.
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Наклонным дугам припишем время задержек начала выполнения перво­

го блока в (/ +1) -й группе по отношению к р -му блоку в I -й группе, 

I = , которые вычисляются по формулам (8). При этом наклонной дуге

((к +1, р), (к + 2,1)) припишем нулевую длительность.

Построенный таким образом сетевой дуго-взвешенный граф G2 пол­

ностью отображает во времени выполнение и конкурирующих процес­
сов на р устройствах во втором синхронном режиме с непрерывным 

выполнением каждого из блоков программного ресурса всеми процес­
сами.

Таким образом, имеет место следующая
Теорема 2. Если взаимодействие процессов, обрабатывающих уст­

ройств и блоков программного ресурса подчинено условиям второго син­

хронного режима, то минимальное общее время T*(p,n,s,e) выполнения 

п, п > 2, распределенных конкурирующих процессов на р, р> 2, устрой­

ствах при s = kp + r, к>1, 1 < г < р, определяется длиной критического 

пути в сетевом дуго-взвешенном графе G2 из начальной (1,1) в заключи­

тельную вершину {к + 2, р).

Пример. Пусть р = 3, и = 4, 5 = 8, а время выполнения блоков про­

граммного ресурса заданы матрицей

'3 1 2 1 1 4 2 3'

, 2 3 1 3 2 1 4 2
“ 4 2 1 1 3 2 3 1-

1 1 2 2 2 1 2 1

Вычислим минимальное общее время T„(p,n,s,e) выполнения множе­

ства неоднородных распределенных конкурирующих процессов во втором 
синхронном режиме.



492 ________

В данном примере s=kp + r, к = 2, г-2. Вычислим с помощью фор­

мул (6)—<8) значения Tj'1, :

^=^•*=10, Т.Г=^1=7, ^=£#=6,

М 1=1

7]в’3 = Х/л-3 = 11-

Д'1' = max
7 l<v<4

Af’ = max 
lSv<4

Af7 - max
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/ = 1,2,

Строим результирующий сетевой дуго-взвешенный граф (рис. 3).
Горизонтальным; вертикальным и наклонным дугам этого графа припишем 

соответственно значения Т**, и А*1'. Длина критического пути в постро­

енном сетевом графе равна 30 единицам (дуги, через которые проходит крити­
ческий путь, выделены). Следовательно, минимальное общее время выполне­
ния четырех процессов на трех обрабатывающих устройствах во втором синх­

ронном режиме при числе блоков s = 8 составляет 30 единиц.

Рис. 3. Результирующий сетевой дуго-взвешенный граф
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Систему распределенных конкурирующих процессов будем называть 

однородной, если время выполнения -го блока каждым из 7-х процес­

сов совпадает, т. е. = tj , і = 1,л, j = 1,s .
Пусть далее система процессов является распределенной, однородной 

относительно структурированного программного ресурса. Обозначим через 

T°(p,n,s,E) - минимальное общее время выполнения п процессов р ин­

теллектуальными клиентами.
Следствие 1. В условиях взаимодействия процессов, обрабатывающих 

устройств и блоков во втором синхронном режиме для любых 

р>2, п>2, s>2 и £ > 0, минимальное общее время выполнения однород­
ных распределенных конкурирующих процессов определяется по формулам

To2(p,n,s,e)<

к к-1
пРи s = к>1;

i=i i=i
к 4-І

+7£i

i=i i=i

при s = kp + r, к>1, \<г<р,

где значения Tf , вычисляются соответственно по формулам (2), (4),

а у; = mm{Tle+Ee/^-nte/+'-Ee/}, tf 7 = 1,4-!,

Ес/ = +(*-!) Ґ/ + £тах{£.-7^,0}

w=l |_ ч=2

, j = 7 = 1,4,

=я!(г> +£‘‘*'-<*'л.
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Систему конкурирующих процессов будем называть одинаково распре­

деленной, если время выполнения блоков Qj , у = 1, s, программного 

ресурса каждым из z-x процессов совпадает' и равно для всех і = 1,п, т. е. 

справедлива цепочка равенств = tj2 =... = t,s = /, для всех / = 1,и .

Для системы одинаково распределенных конкурирующих процессов 
имеет место

Следствие 2. Если взаимодействие процессов, обрабатывающих уст­
ройств и блоков подчинено условиям второго базового синхронного режи­

ма, то для любых р>2, п>2, s>2, £ > 0, минимальное общее время вы­

полнения п одинаково распределенных конкурирующих процессов опреде­
ляется по формулам:

У,tf +(5-l)max/^, s < р,

п
(k+1)^ + (r-l)maxrf, s = kp + r, k>l, l<r<p.

1</<и

Предложенные методы и формулы позволяют составить расписание мо­
ментов запуска и окончания каждого из конкурирующих процессов, и тем са­
мым не только эффективно решит ь проблему синхронизации процессов на по­
точных линиях, но и существенно минимизировать накладные расходы, непро­
изводительные простои интеллектуальных исполнителей, общее время 
процессов обслуживания требований на отгрузку продукции торговым посред­
никам КУП «Минскхлебпром», время ожидания в очереди и др. Концепция 
построения параллельных распределенных систем конкурирующих процессов 
и их математическая основа будут способствовать эффективной организации 
процессов различной природы в экономике, медицине, производстве и т.д.
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