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Для автономной трехмерной квадратичной обобщенной системы Лэнгфорда с пятью пара-

метрами получены возмущения, не изменяющие отражающую функцию Мироненко. Полученные 
неавтономные возмущенные системы сохраняют многие качественные свойства решений исход-
ной системы. 

 
Введение. В.И. Мироненко ввел понятие отражающей функции для исследования качественно-

го поведения решений системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) 
 

 ,,),,(= nDxtxtXx    (1) 

 
где ),( xtX  – непрерывно дифференцируемая функция. Эта функция известна сейчас как 

отражающая функция Мироненко (ОФМ) и успешно применяется для решения многих задач 
качественной теории ОДУ [1-4]. Более того, решения различных систем ОДУ с одной и той же 
ОФМ обладают многими одинаковыми качественными свойствами. Поэтому изучение 
качественных свойств решений для целого класса систем с одной и той же ОФМ может быть 
сведено к соответствующему изучению простой (хорошо изученной) системы. В таких случаях 
неавтономные системы вида (1) могут быть исследованы на основе соответствующих автономных 
систем. Другими словами, некоторая (хорошо изученная) автономная система может быть 
возмущена до неавтономной системы (1) с помощью специальных возмущений, сохраняющих 
ОФМ, которые называются допустимыми возмущениями. 

В данной работе описанный подход применяется для обобщенной системы Лэнгфорда:  
 

 

  ,),,(;=

,=

,=

3222 



zyxzyxezz

yzdycxy

xzbyaxx







 (2) 

 
где edcba ,,,,  – параметры системы. 
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Краткая теория ОФМ. Прежде всего, приведем краткую информацию по теории ОФМ из [1]. 

Для системы (1) ОФМ определяется следующим образом: ),;(:=),( xttxtF  , где 

),;(= 00 xttx   – общее решение в форме Коши системы (1). Хотя ОФМ определяется через об-
щее решение системы (1), иногда удается найти ОФМ даже для неинтегрируемых систем. 

Функция ),( xtF  является ОФМ системы (1) тогда и только тогда, когда она является 

решением системы дифференциальных уравнения с частными производными 

0=),(),( FtXxtX
x

F

t

F









 с  начальным условием xxF =)(0, . 

Если функция ),( xtF  – непрерывно дифференцируема и удовлетворяет условию 

  xxFxtFtF  )(0,),(, , то она является ОФМ множества систем. Более того, все системы 

из этого множества имеют один и тот же оператор сдвига на любом интервале );(  . Если 

система (1) 2 -периодична по t , и ),( xtF  – ее ОФМ, то ),;(=),( xxF    – 

отображение системы за период ],[   (отображение Пуанкаре). И, следовательно, все 2 -

периодические по t  системы из множества с одной и той же ОФМ имеют одинаковое 

отображение за период ],[  . 

Пусть 2 -периодическая по t  система (1) и система 
 

 
nDxtxtYx   ,),,(=  (3) 

 
имеют одну и ту же ОФМ ),( xtF . Если решение ),;( xt    системы (1) и решение 

),;( xt    системы (3) продолжимы на ],[  , то отображение за период ],[   для 

системы (1) есть ),;(),(),;( xxFx   , хотя система (3) может быть 

непериодической. То есть можно установить взаимно однозначное соответствие между 2 -
периодическими решениями системы (1) и решениями двухточечной краевой задачи 

)(=)(  yy   для системы (3). 

Благодаря работе [2] стало возможным выяснить, имеют ли две разные системы ОДУ 
одинаковую ОФМ (при этом сама ОФМ может быть неизвестна). 

Теорема 1 [2]. Пусть вектор-функции ),( xti  ( mi 1,= , где m  или =m ) являются 

решениями уравнения 
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и )(ti  – произвольные скалярные непрерывные нечетные функции. Тогда ОФМ любой 

возмущенной системы вида  
m

i
ii xttxtXx

1=

),()(),(=  , t , 
nDx   совпадает с 

ОФМ системы (1). 

Допустимые возмущения. Для системы (2) искались допустимые возмущения вида )(t , 
где 
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ijkijkijk srq ,, , {0},,, nkji ; )(t  – произвольная непрерывная скалярная 

нечетная функция. Для этого искались значения параметров edcba ,,,, , ijkijkijk srq ,,  при 

которых справедливо соотношение (4), где 

 T222,,=),,,( zyxezyzdycxxzbyaxzyxtX   – правая часть исходной 

невозмущенной системы (2). В результате удалось получить следующее утверждение. 
 

Теорема 2. Пусть )(ti  ( 1,3=i ) – произвольные скалярные непрерывные нечетные функции. 

Тогда: 
1) ОФМ системы (2) совпадает с ОФМ системы   ,)(1= 1 txzbyaxx   

  ,)(1= 1 tyzdycxy      ;)(1= 1
222 tzyxezz   

2) при bc = , ad =  ОФМ системы (2) совпадает с ОФМ системы 

           ,1= 321 tytzaxtxzbyaxx    

           ,1= 321 txtzaytyzaybxy    (5) 

       .1= 21
222 ttzyxezz    

 
Доказательство. Докажем второе утверждение теоремы. При bc = , ad =  правая часть 

системы (2)  T222,,= zyxezyzaybxxzbyaxX   и ее матрица Якоби 
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Выпишем вектор-множители для )(ti  в правой части системы (5): 

  

 T222
1 ,,= zyxezyzaybxxzbyax  , 

    T222
2 ,,= zyxezzayzax  , 

 T3 ,0,= xy  . 

 

Последовательной проверкой тождества (4) для каждого вектора-множителя i , убедимся в 

его истинности. Покажем это, например, для 2 . Матрица Якоби 
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Следовательно 
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Тогда второе утверждение теоремы следует из теоремы 1. Первое утверждение теоремы 

доказываются аналогично. ■ 
При моделировании реальных процессов обычно считается, что время 0t , поэтому 

требование нечетности функций )(ti  не является существенным, так как они могут быть 

непрерывно нечетным образом продолжены на отрицательную временную полуось (при условии 

0=(0)i ). 

Теорему 2 можно использовать для изучения качественного поведения решений допустимых 
возмущенных систем. 

Неустойчивость решения. Приведем достаточное условие неустойчивости решения 
0=== zyx  системы (5). 

Теорема 3. Пусть )(ti  ( 1,3=i ) – скалярные непрерывные функции (не обязательно 

нечетные). Если 0=e  и 1>)()( 21  ltt   0t  ( onstl c= ), то решение 

0=== zyx  системы (5) неустойчиво (по Ляпунову). 

Доказательство. Рассмотрим функцию 
3=),,( zzyxV  . В любой окрестности начала 

координат 
3  функция V  ограничена и существует область такая, что 0>V . При 0=e  

производная функции V  в силу системы (5) равна   )()(13= 21
2222 ttzyxzV   . 

Так как 1>)()( 21  ltt   0t , то 0t  имеем   lzyxzV  13 2222 , где 

1> l . Учитывая, что   0>3 2222 zyxz   (0,0,0)),,(  zyx , то V  – положительно 

определенная функция. Тогда по теореме 4.7.1 [5] (с учетом следствия 4.7.3 [5] и его 
доказательства) решение 0=== zyx  системы (5) неустойчиво. ■ 

Заключение. Получено множество нестационарных систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, ОФМ которых совпадает с ОФМ автономной обобщенной системы Ленгфорда (2). 
Совпадение ОФМ этих систем определяет совпадение некоторых качественных свойств поведения 
их решений. Это позволило использовать результаты изучения качественного поведения решений 
хорошо изученной обобщенной системы Лэнгфорда для изучения более сложных по своей 
природе нестационарных возмущенных систем. Для таких систем (вида (5)) были получены 
условия, при которых точка равновесия неустойчива (по Ляпунову). 
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В статье получены условия и критерии эффективности и оптимальности одинаково распре-

деленных систем конкурирующих взаимодействующих процессов в условиях неограниченного и 
ограниченного параллелизма. 

 
Введение. Масштабируемость (scalability) является одним из важнейших требований к совре-

менным вычислительным системам, вычислительным комплексам, базам данных, маршрутизато-
рам и т.д. Она подразумевает способность системы увеличивать свою производительность при 
добавлении аппаратных и программных ресурсов. В настоящее время вопросы  масштабирования 
находятся в поле зрения как разработчиков параллельных многопроцессорных систем (МС), так и 
распределенной среды метакомпьютинга [1] Общим свойством, обеспечивающим возможность 
повышения производительности масштабируемых вычислительных систем, является распреде-
ленность процессов вычислений и данных с использованием принципов структурирования и кон-
вейеризации [2]. Все это заставляет задуматься  над новыми принципами организации вычислений 
и распределения ресурсов, созданием эффективного аппаратного и программного обеспечения, 
обеспечением однозначности результата выполнения программ, эффективном планировании и 
распределении вычислительных процессов [3].  В связи с этим особую актуальность приобретают 
задачи построения и исследования математических моделей распределенных вычислительных си-
стем, поиска условий оптимальной организации конкурирующих взаимодействующих вычисли-
тельных процессов при распределенной обработке. 

 
1. Математическая модель масштабируемой системы распределенных  вычислений. Кон-

структивными элементами для построения математической модели систем распределенных вы-
числений являются понятия процесса и программного ресурса. 
Процесс будем рассматривать как последовательность блоков (команд, процедур) 

sQ...,,Q,Q 21 , для выполнения которых используется множество процессоров (процессор-

ных узлов, обрабатывающих устройств, интеллектуальных клиентов). При этом процесс называет-
ся распределённым, если все блоки или часть из них обрабатываются разными процессорами. Для 
ускорения выполнения процессы могут обрабатываться параллельно, взаимодействуя путем обме-
на информацией. Такие процессы называются кооперативными или взаимодействующими про-
цессами.  




