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ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  
УРАВНЕНИЙ С ПОМОЩ ЬЮ  ОТРАЖАЮЩЕЙ ФУНКЦИИ 

И СИСТЕМЫ КОМПЬЮ ТЕРНОЙ МАТЕМАТИКИ

Э.В. Мусафиров
Филиал УО «Белорусский государственный 

экономический университет» в г. Пинске

Данная работа посвящена изучению качественных свойств сис
тем обыкновенных дифференциальных уравнений с помощью от
ражающей функции и системы компьютерной математики 
«Mathematica-5» фирмы Wolfram Research, Inc.

Рассмотрим систему

x = P(t)x, te  R, jcgR” , (1)

где P(t) -  непрерывно дифференцируемая необходимое число раз 
пхп -матрица.

В том случае, когда фундаментальная матрица X(t) системы (1)
представима (как это имеет место для периодических систем) в ви-

в  
— t

де X(t) = Ф(г)е 2 , отражающая матрица (ОМ) этой системы 
имеет вид

F(t) = X ( - t ) X ~ \ t )  =  <l>(-t)eBtQ r \ t ) ,

где Ф(0 - непрерывная периодическая, а В - постоянная пхп -матрицы. 

Имея это в виду, будем считать, что ОМ системы (1) имеет вид

F(t) = •.. е Aia 1(0еА>аг>(Ле-Л,а,(-t) . e-Aman(-t}^

где a^(t)- некоторые скалярные функции, а В -  постоянные пхп -матрицы.

Лемма . Пусть

-  ОМ системы (1), тогда
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А0 = -2P(0), A\ = — (2P(0)P(0) -  2P(0)P(0) -  P(0) -  P(0)),
6

a2 = ~(P(0)(5P(0) + P(0) -  2P2(0)) -  (5P(0) + />(0) + 2P2(0))P(0) +

+ P2 (0)(12P(0)P(0) -  4 /’(0)/’(0) + P(0)) -

-  (12/>(0)P(0) -  4P(0)/*(0) -  Р Щ Р 2@) + (3)

/i(0)/’(0) -  P(0)P(0) -  -^ (9 P (0 )  + 10P(0) + P (4) (0)).

Доказательство. Так как F{t) -  ОМ системы (1), то выполнено 
основное соотношение (ОС) F(t) + F(t)P(t) + P(-t)F(t) з  о. Из ОС 
при t = 0 найдем Л0. Дифференцируя ОС дважды, при г = 0 полу
чим уравнение, из которого найдем A j . Дифференцируя ОС четыре 
раза, при /  = 0 получим уравнение, из которого найдем А 2 ■ Лемма 
доказана.

Доказательство леммы получено с помощью пакета «Mathema
tic a l» . Приведем далее листинг программы.

Пусть отражающая матрица системы имеет вид

^ пт-7 ( ~ О ̂  ~ «j  ̂)

где А ,  -  матрицы размерности п х п ,

« o [ tJ  =  s in W; ос,[т_] =  Sin[t]3; a 2[ x j =  Sin[t]3; 

и выполняются условия {осо[t] = =  -  a  oft],ao[0] —  0 } .

Зададим m = 2.
Определим правила умножения:
Unprotect[Dot,Times];
D ot[x_ ,l ]:
D o t [ l ,x J :
Dot[x_,0]:
D ot[0,x_]:

ex-.e~x~:= 1; e~x - .e ^ :=  1;
e A _ , _ x _ [ t - ]* A _. > A ._e A ix W ; e A , . x . t t . ] * A _  := A i.c -A ^ ;

x  
=  x  
= 0 
=  0
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D ot[(x In teger y_),w_]:=x*(y.w);
Dot[w_,(x_Integer y_)]:-x*(w.y);
Dot[(x_Rational y_),w_]:=x*(y.w);
Dot[w_,(x_Rational y_)]:=x*(w.y);
Dot[(x_+y_),z_]:=x.z +y.z;
Dot[z_,(x_+y_)]:=z.x +z.y;
Protect[Dot,Times];
Unprotect[Log];
Log[e]:=l; Protect[Log],

Тогда отражающая матрица (ОМ) имеет вид

F[t_ ] = e A°aott]; For[i = l,i < m, F[t_] = eAi*ai[~t].

.F [t]je - A i *t t i t - t l ; i  +  +];

F[t]
Проверим свойства ОМ:
(F[0]— 1 ,F [t].F [-t]=  1 ,F[-t].F[t]— 1}.
Основное соотношение (ОС) имеет вид 
os[tJ=D[F[t],t]+F[t].P[t]+P[-t].F[t];os[t]— 0.
При t = 0, получим os[0]==0.
Откуда найдем Ад:
zamO = Ao/.Flatten[Solve[os[0] —  0,А0]]
Первая производная ОС:
FullSim plify[D [os[t],t]=  0/.{t -> 0, А0 zamO}].
Вторая производная ОС:
FullSimplify[D[os[t],{t,2}] == 0/.{t -> 0, Ао -> zamO}].
Откуда найдем Aj\
zaml = Ai/.Flatten[FullSimplify[SoIve[%, Aj]]].
Третья производная ОС:
FullSimplify [D [os[t], {t,3} ] =  0/. {t -»  0, Ao -> zamO, Aj -> zam 1} ]. 
Четвертая производная ОС:
FullSimplify[D[os[t],{t,4}] —  0/. {t -> 0, Ao -»  zamO, Ai~> zam 1}], 
Откуда найдем A j.
zam2 = A2/.Flatten[FullSimplify[Solve[%, A2]]].
To есть ОМ имеет вид
FullSimplify[F[t]/.{A0 —> zamO, A i-> zam l, A2->- zam2}].
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Пятая производная ОС:
FullSimplify[D[os[t],{t,5}] =  0/.{t ->■ О, А0 zamO, Aj~> zaml, 
А2-> zam2}].
Теорема. Пусть для системы (1) матрицы ,40, ^ ь ^2 задаются со

отношениями (3) и для матрицы F{t) (2) выполнено ОС 
F(t) + F(t)P(t) + P(-t)F(t) = 0. Тогда: 1) отображение за период 

[-со, со] 2со-периодической системы ( 1) задается формулой

2) решение x(t) системы ( 1), удовлетворяющее начальному усло
вию х(-со) = *0, является 2со-периодическим тогда и только тогда, 
когда F{-со, х0) = х (); 3) для любого решения x(t) системы ( 1) спра
ведливо тождество х(~/) = F(t, x(t)).

Доказательство. Так как выполнено ОС, то все утверждения 
теоремы непосредственно вытекают из свойств отражающей фун
кции. Теорема доказана.
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