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Теорема 2. Итерационный метод (3) при условии 
3

2
0

M
 сходится, если выбрать число 

итераций n из условия 0,,03

1

nn . 

Теорема 3. Если точное решение уравнения (1) истокопредставимо, т.е. 0, szAx s
,  то 

при условии 
34

5
0

M
  для метода (3) справедлива оценка погрешности 
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Теорема 4. При условии 
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  и zAx s

, 0s  оптимальная оценка погрешно-

сти имеет вид  
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и получается при  
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Замечание. Оптимальная оценка (4) не зависит от , но 
опт

n  зависит от него, поэтому для 

уменьшения 
опт

n  и, следовательно, объема вычислительной работы следует брать  возможно 

большим, удовлетворяющим условию 
34

5
0

M
, и так, чтобы 

опт
n  было целым. 

Рассмотренный метод найдет практическое применение в прикладной математике: он может 

быть использован для решения задач, встречающихся в гравиметрии, спектроскопии, теории по-

тенциала, синтезе антенн, акустике, автоматической обработке результатов физического экспери-

мента, определении формы радиоимпульса, излученного источником, и формы электрического 

импульса на входе кабеля. 
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В последние десятилетия в математической науке выделился важный раздел – теория некор-

ректно поставленных задач и методы их приближѐнного решения. Потребности практики приво-

дят к необходимости решения некорректных задач, которые во многих случаях описываются опе-

раторными уравнениями первого рода. Некорректные задачи часто встречаются в технике, физике, 
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экономике и других естественных науках.  Для их решения широко используются итерационные 

методы. 

Будем рассматривать в гильбертовом пространстве H операторное уравнение первого рода 

 

yAx  (1) 

 

с положительным ограниченным самосопряжѐнным оператором А, для которого нуль является 

собственным значением, т. е. задача (1) имеет неединственное решение. Предположим, что 

)(ARy , т. е. при точной правой части y уравнения решение (неединственное) задачи (1) суще-

ствует. Для его отыскания используем итерационную метод явного типа 

 

.0,2 0
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1 xAyyxAEx nn  
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Обозначим через 0|)( AxHxAN , AM ортогональное дополнение ядра AN   

до H . Пусть xAP проекция Hx  на AN , а xAП проекция Hx на AM .  

Справедлива 

Т е о р е м а .  Пусть AHyA 20,,0 , тогда для итерационного процесса (2) верны 

следующие утверждения:  

а)  yAxyAIyAxyAПAx
Hx

nn inf,, ; 

б)  метод (2) сходится тогда и только тогда, когда уравнение yAПAx  разрешимо. В по-

следнем случае 
*

0 xxAPxn , где
*x  минимальное решение уравнения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применим оператор A  к методу (2) и получим 

yAПyAPAEExAEAAx nn
2
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где yAПyAPy . Так как 0yAAP , то справедливо равенство 

.
2

1
2

yAПAEExAEAAx nn Последнее равенство запишется в виде 

1
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nn vAEv , где yAПAxv nn  и AMvn . Отсюда 0
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vAEv
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n . Имеем 

0A  и A  положительно определѐн в AM , т. е. AMxxAx 0, . Так как  

A

2
0 , то  1AE , поэтому справедлива цепочка неравенств 
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при n,00  (здесь 11 0q  при A,0 ). Следовательно, 0nv , от-

куда yAПAxn  и HAyAП . Таким образом, получим 

yAIyAPyyAПyAxn , [1]. Итак, a) доказано.  

Докажем б). Пусть процесс (2) сходится. Покажем, что уравнение yAПAx  разрешимо. Из 

сходимости Hxn  к Hz  и из a) следует yAПAzAxn , следовательно, 

HAyAП  и уравнение yAПAx  разрешимо. 
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Пусть теперь HAyAП  (уравнение yAПAx  разрешимо), следовательно, 

*AxyAП , где 
*x минимальное решение уравнения yAx  (оно единственно в AM ). То-

гда метод (2) имеет вид 

*21
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221
1

2
AxAEEAxAEyAПAEEAxAEx nnn
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1
*2

1
2

nnn xxAEExxAEExAE  

Разобьѐм последнее равенство на два: 

1
*2

1 nnn xxAEEAPxAPxAP  

1
*2

1 nn xxAPAEExAP 01 xAPxAP n ,  

так как 01
*

nxxAAP ; 

1
*2

1 nnn xxAEEAПxAПxAП  

*
1

2
1 xxAПAEExAП nn , 

так как AMx*
.  

Обозначим 
*

1 xxAПw nn , тогда 1
2

nn wAEw  и, аналогично nv , можно пока-

зать, что nwn ,0 . Следовательно, 
*xxAП n . Отсюда 

.*
0 xxAPxAПxAPx nnn  Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Так как 00x , то 
*xxn , т.е. процесс (2) сходится к нормальному решению, 

т. е. к решению с минимальной нормой. 

Предложенный метод можно эффективно использовать при решении различных прикладных 

некорректных задач, встречающихся в математической экономике, геофизике, космических иссле-

дованиях (спектроскопии), медицине.  
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Одной из проблем прикладной математики является задача поиска решения систем нелинейных 

уравнений. Решение таких систем, как правило, невозможно в замкнутом виде. В связи с этим для 

решения систем нелинейных уравнений широко применяются итерационные методы. Одним из 

популярных методов решения систем нелинейных уравнений является  метод Ньютона. Основное 

достоинство его – локальная квадратичная сходимость, однако он сходится с достаточно хорошего 

начального приближения. В связи с тем, что, как правило, нам не известно такое приближение, 

метод Ньютона в чистом виде применять нецелесообразно.  Работа посвящена эффективным 

сверхлинейным квазиньютоновским  итерационным процессам для решения нелинейных уравне-

ний. Опишем предлагаемый ниже алгоритм: 

В частности нами была рассмотрена следующая система уравнений: 
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