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Аннотация. При создании многопроцессорных распределенных вычислительных систем особую актуальность 

приобретают задачи построения и исследования математических моделей организации взаимодействия процессов, 

конкурирующих за программный ресурс. В связи с этим интерес представляют задачи распределенных вычисле-

ний, связанные с получением математических соотношений, которые могут иметь как прямой, так и обратный 

характер. При постановке прямых задач условиями являются значения параметров многопроцессорной системы, 

а решением – минимальное общее время реализации заданных объемов вычислений. Постановка обратных задач 

сводится к расчету характеристик многопроцессорных систем, поиску критериев эффективности и оптимальности 

организации выполнения множества распределенных конкурирующих взаимодействующих процессов. При по-

строении и исследовании математических моделей и задач оптимальной организации распределенных процессов 

широко применяется аппарат теории графов, линейных диаграмм Ганта, теории расписаний, комбинаторной оп-

тимизации, алгебры матриц и др. В работе построена математическая модель распределенных вычислений, ре-

шены задачи нахождения минимального времени выполнения неоднородных процессов, конкурирующих за ис-

пользование ограниченного числа копий программного ресурса в синхронном режиме в случаях неограниченного 

и ограниченного параллелизма по числу процессоров многопроцессорной системы. При этом использованы идеи 

структурирования программного ресурса на линейно-упорядоченные блоки с их последующей конвейеризацией 

по процессам и процессорам многопроцессорной системы. 

Ключевые слова: синхронный режим, распределенные вычисления, структурирование, конвейеризация, про-

граммный ресурс, диаграмма Ганта, функционал Беллмана–Джонсона 
 

Введение. Распределенные вычисления – 

перспективная и динамично развивающаяся 

область организации параллелизма [1–3]. Дан-

ный термин обычно используется при парал-

лельной обработке данных на множестве обра-

батывающих устройств, удаленных друг от 

друга, в которых передача данных по линиям 

связи приводит к существенным временным 

задержкам. Перечисленные условия харак-

терны, например, при организации вычислений 

в многомашинных вычислительных комплек-

сах, вычислительных кластерах, многопроцес-

сорных системах, локальных или глобальных 

сетях. Создание высокопроизводительных мно- 

гопроцессорных систем и вычислительных 

комплексов характеризуется широким проник-

новением в аппаратное и программное обеспе-

чение фундаментальных принципов распарал-

леливания и конвейеризации вычислений.  

В связи с этим происходит пересмотр матема-

тических методов и алгоритмов решения задач 

в различных предметных областях вплоть до 

всего алгоритмического багажа прикладной 

математики, выдвигаются новые требования к 

построению и исследованию математических 

моделей, касающихся различных аспектов па-

раллельной и конвейерной организации вычис-

лений [4]. Необходимость и актуальность ис-

следований в этих направлениях связана также 

с тем, что принципы структурирования, распа-

раллеливания и конвейеризации носят доста-

точно общий характер и присущи процессам 

различной природы [5, 6]. 

Случай, когда в общей памяти многопро-

цессорных систем имеется одна копия про-

граммного ресурса, был изучен в работах [7–9] 

с различных точек зрения. Но, к сожалению, не 

найдено работ по математическому моделиро-

ванию функционирования распределенных си-

стем, в которых в общей памяти не одна, а не-

сколько копий программного ресурса. Поэтому 

изучение задач, относящихся к оптимальной 

организации распределенных параллельных 

вычислений, приобретает особую актуаль- 
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ность, когда в общей памяти многопроцессор-

ных систем может одновременно размещаться 

ограниченное число копий программного ре-

сурса. Такое обобщение носит принципиаль-

ный характер ввиду того, что отражает основ-

ные черты мультиконвейерной обработки, а 

также позволяет сравнить эффективность кон-

вейерной и параллельной обработки. 
 

Математическая модель  

распределенных вычислений 
 

Конструктивными элементами для построе-

ния математических моделей, реализующих 

методы распределенных вычислений, явля-

ются понятия процесса и программного ре-

сурса. Будем рассматривать процесс как после-

довательность наборов команд (процедур, бло-

ков, подпрограмм) Is = (1, 2, …, s). Процессы, 

влияющие на поведение друг друга путем об-

мена информацией, называют кооперативными 

или взаимодействующими. Многократно вы-

полняемую в многопроцессорной системе про-

грамму или ее часть будем называть программ-

ным ресурсом, а множество соответствующих 

процессов – конкурирующими. 

Математическая модель системы распреде-

ленной обработки конкурирующих взаимодей-

ствующих процессов при ограниченном числе 

копий программного ресурса включает в себя  

– p  2 процессоров многопроцессорной си-

стемы, имеющих доступ к общей памяти; 

– n  2 распределенных конкурирующих 

процессов;  

– s  2 блоков структурированного на блоки 

программного ресурса;  

– матрицу [ ]ijT t= , 1,i n= , 1,j s= , времен 

выполнения блоков программного ресурса рас-

пределенными взаимодействующими конкури-

рующими процессами;  

– 2  c  p копий структурированного на 

блоки программного ресурса, которые могут 

одновременно находиться в оперативной па-

мяти, доступной для всех p процессоров; 

–  > 0 – параметр, характеризующий время 

дополнительных системных расходов, связан-

ных с организацией конвейерного режима ис-

пользования блоков структурированного про-

граммного ресурса множеством взаимодей-

ствующих конкурирующих процессов при 

распределенной обработке. 

Предположим, что число блоков програм- 

много ресурса 
p

s
c

 
  

 
, где [x] – целая часть 

числа, а число процессов n кратно числу копий 

c структурированного программного ресурса, 

то есть n = mc, m  2, и что взаимодействие про-

цессов, процессоров и блоков программного 

ресурса подчинено следующим условиям:  

1) ни один из процессоров не может обраба-

тывать одновременно более одного блока;  

2) процессы выполняются в параллельно-

конвейерном режиме группами, то есть осу-

ществляется одновременное (параллельное) 

выполнение c копий каждого блока в сочета-

нии с конвейеризацией группы из c копий Qj-го 

блока по процессам и процессорам, где 1,j s= ; 

3) обработка каждого блока программного 

ресурса осуществляется без прерываний;  

4) распределение блоков Qj, 1,j s= , про-

граммного ресурса по процессорам для каждого 

из процессов ( 1)i c l q= − + , 1,l m= , 1,q c= , где 

n
m

c
= , осуществляется циклически по пра-

вилу: блок с номером j распределяется на про-

цессор с номером ( 1)c j q− + . 
 

Время выполнения неоднородных  

процессов при достаточном числе  

процессоров 
 

В рамках математической модели распреде-
ленных вычислений при ограниченном числе 
копий программного ресурса исследуем пер-
вый синхронный режим взаимодействия про-
цессов, процессоров и блоков, который обеспе-
чивает непрерывное выполнение блоков струк-
турированного программного ресурса внутри 
каждого процесса, то есть все процессы явля-
ются активными. В этом режиме в случае, ко-

гда 2 cs p  , момент завершения выполнения 

j-го блока, 1, 1j s= − , i-м процессом, где 

( 1)i c l q= − + , 1,l m= , 1,q c= , на ( ( 1) )-мc j q− +  

процессоре совпадает с моментом начала вы-
полнения следующего (j + 1)-го блока на (cj +  
+ q)-м процессоре. 

Система n распределенных конкурирую-

щих процессов называется неоднородной, если 

времена выполнения блоков программного ре-

сурса Q1, Q2, …, Qs зависят от объемов обраба-

тываемых данных и/или их структуры, то есть 

разные для разных процессов. 

Рассмотрим случай, когда число процессо-

ров распределенной неоднородной многопро-

цессорной системы является достаточным, то 

есть 2
p

s
c

 
   

 
. Все множество процессов 
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разобьем на c подмножеств по m процессов в 

каждом, причем в каждое q-е подмножество 

будут включены процессы с номерами 

( 1)i c l q= − + , 1,q c= , 1,l m= , блоки которых 

будут выполняться на ( ( 1) )-хc j q− +  процессо-

рах, 1,j s= . 

Обозначим через н

1 ( , , , , )сT p n s с   время вы-

полнения n неоднородных конкурирующих 

процессов, использующих c копий програм- 

много ресурса, структурированного на s ли-

нейно-упорядоченных блоков Q1, Q2, …, Qs с 

матрицей времен выполнения с учетом допол-

нительных системных расходов [ ]
ij n sT t 

= =

[ ]ij n st = +   в первом синхронном режиме. 

Предполагается, что выполнение процессов 

осуществляется в вычислительной системе с  

p процессорами и каждый из процессов явля-

ется распределенным. 

Построим диаграмму Ганта, иллюстрирую-

щую функционирование распределенной си-

стемы (рис. 1) c параметрами p = 7, n = 6, s = 3, 

c = 2, 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

41 42 43

51 52 53

61 62 63

3 1 4

2 2 1

1 3 3

4 1 2

3 2 1

1 4 1

t t t

t t t

t t t
T

t t t

t t t

t t t

  

  

  



  

  

  

 = = =
 

= = = 
 = = =

=  
= = = 

 = = =
 

= = =  

. 

Для вычисления времени выполнения 
н

1 ( , , , , )сT p n s с  имеет место формула 

1 1
н

1 ( 1) , , ( 1) ,
1 1

1 1 1 1

( , , , , ) max max
m u u s

с с i q j сi q j c m q j
q c u s

i j j j

T p n s с t t t
− −

  

− + + − +
   

= = = =

  
 = − +   

  
    

1 1

1 ( 1) , , ( 1) ,
1 1

1 1 1 1

( , , , , ) max max .
m u u s

н

с с i q j сi q j c m q j
q c u s

i j j j

T p n s с t t t
− −

  

− + + − +
   

= = = =

  
 = − +   

  
           (1) 

Здесь 
1

( 1) , ,
1

1 1

max
u u

с i q j сi q j
u s

j j

t t
−

 

− + +
 

= =

 
− 

 
  , 1, 1i m= −  – 

начало выполнения первого блока для каждого 

из последующих процессов, начиная с (ci + q)-го 

в q-м подмножестве процессов, а 
( 1) ,

1

s

c m q j

j

t

− +

=

  – 

длительность выполнения последнего про-

цесса q-го подмножества, где 1,q c=  [10].  

Найдем н

1 ( , , , , )сT p n s с   по данным примера, 

используя формулу (1): 
2 1 3

н

1 2( 1) , 2 , 4 ,
1 2 1 3

1 1 1 1

(7,6,3,2, ) max max
u u

с i q j i q j q j
q u

i j j j

T t t t
−

  

− + + +
   

= = = =

  
 = − + =   

  
    

2 1 3

1 2( 1) , 2 , 4 ,
1 2 1 3

1 1 1 1

(7,6,3,2, ) max max
u u

н

с i q j i q j q j
q u

i j j j

T t t t
−

  

− + + +
   

= = = =

  
 = − + =   

  
     

2 1 2 1 3 2 3

2( 1) , 2( 1) , 2 , 2( 1) , 2 , 4 ,
1 2

1 1 1 1 1 1 1

max max , ,i q j i q j i q j i q j i q j q j
q

i j j j j j j

t t t t t t     

− + − + + − + + +
 

= = = = = = =

  
= − − + =  

    
       

2 1 2 1 3 2 3

2( 1) , 2( 1) , 2 , 2( 1) , 2 , 4 ,
1 2

1 1 1 1 1 1 1

max max , ,i q j i q j i q j i q j i q j q j
q

i j j j j j j

t t t t t t     

− + − + + − + + +
 

= = = = = = =

  
= − − + =  

    
        

2( 1) ,1
2 3

2( 1) ,1 2( 1) ,2 2 ,1 4 ,
1 2

1 1

2( 1) ,1 2( 1) ,2 2( 1) ,3 2 ,1 2 ,2

,

max max ,

i q

i q i q i q q j
q

i j

i q i q i q i q i q

t

t t t t

t t t t t



− +

   

− + − + + +
 

= =
    

− + − + − + + +

  
  
 = + − + = 
  
 + + − −   

  

 
 

Рис. 1. Cинхронный режим при достаточном числе процессоров 
 

Fig. 1. Synchronous mode with a sufficient number of processors 
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2( 1) ,1
2 3

2( 1) ,1 2( 1) ,2 2 ,1 4 ,
1 2

1 1

2( 1) ,1 2( 1) ,2 2( 1) ,3 2 ,1 2 ,2

,

max max ,

i q

i q i q i q q j
q

i j

i q i q i q i q i q

t

t t t t

t t t t t



− +

   

− + − + + +
 

= =
    

− + − + − + + +

  
  
 = + − + = 
  
 + + − −   

 

3111
3

11 12 31 31 32 51 5

1

11 12 13 31 32 31 32 33 51 52

21 41

21 22 41 41

21 22 23 41 42

,,

max , max , ,

max
, ,

max , max

j

j

tt

t t t t t t t

t t t t t t t t t t

t t

t t t t

t t t t t



      

=         

 

   

    

  
  

+ − + + − +  
  

+ + − − + + − −   

 
 

+ − + + 
 

+ + − − 



3

42 61 6

1

41 42 43 61 62

, j

j

t t t

t t t t t

  

=    

 
 
 
 
 

= 
  
  − +  
  + + − −  



 

3111
3

11 12 31 31 32 51 5

1

11 12 13 31 32 31 32 33 51 52

21 41

21 22 41 41

21 22 23 41 42

,,

max , max , ,

max
, ,

max , max

j

j

tt

t t t t t t t

t t t t t t t t t t

t t

t t t t

t t t t t



      

=         

 

   

    

  
  

+ − + + − +  
  

+ + − − + + − −   
=

 
 

+ − + 
 

+ + − − 



3

42 61 6

1

41 42 43 61 62

, j

j

t t t

t t t t t

  

=    

 
 
 
 
 

= 
  
  + − +  
  + + − −  



 

       ( )max max 3,3,4 max 1,1,2 6, max 2,0,0 max 4,4,2 6 12= + + + + =

       ( )max max 3,3,4 max 1,1,2 6, max 2,0,0 max 4,4,2 6 12= + + + + = . 

Следовательно, время выполнения 
н

1 (7,6,3,2, ) 12сT  = , что совпадает со временем 

на диаграмме Ганта (рис. 1). 

 
Время реализации неоднородных процессов 

в условиях ограниченного параллелизма 

 
Рассмотрим общий случай, то есть когда 

p
s

c

 
  

 
, причем 

p
s k

c

 
=  

 
, 1.k   Выполним 

разбиение всех блоков на k групп по 
p

c

 
 
 

 бло- 

ков в каждой. Тогда матрица времен выполне-

ния блоков структурированного программного 

ресурса с учетом дополнительных системных 

расходов , связанных с организацией конвей-

ерного режима использования блоков множе-

ством взаимодействующих конкурирующих 

процессов при распределенной обработке 

[ ]ijT t = , 1,i n= , 1,j s= , разобьется на k под-

матриц T


  представленного далее вида размер-

ностью 
p

n
c

 
  

 
 каждая, 1,k = . 

1,( 1) 1 1,( 1) 2 1,

2,( 1) 1 2,( 1) 2 2,

,( 1) 1 ,( 1) 2 ,

p p p

c c c

p p p

c c c

p p p
n n n

c c c

t t t

t t t
T

t t t

     
− + − +      

     

     
− + − +      

     

     
− + − +      

     

  

  





  

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

, 1,k = , 

где 
cs

k
p

 
=  

 
.          (2) 

На рисунке 2 изображена диаграмма Ганта 

для многопроцессорных систем с парамет- 

рами p = 7, n = 4, s = 6, c = 2,  

3 1 4 2 1 4

2 2 1 1 3 3
.

1 3 3 1 1 3

4 1 2 3 1 1

T 

 
 
 =
 
 
 

 

Из анализа диаграмм Ганта (рис. 2) видно, 

что каждая из них отображает во времени вы- 

 
 

Рис. 2. Несовмещенные диаграммы Ганта при s = kpc, k > 1 
 

Fig. 2. Unstacked Gantt charts at s = kpc, k > 1 
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полнение очередных 
p

c

 
 
 

 блоков програм- 

много ресурса на 
p

с
c

 
 
 

 процессорах всеми n 

процессами, причем при 
p

s
c

 
  

 
 непрерыв-

ность выполнения блоков структурированного 

программного ресурса может нарушиться при 

переходе от -й группы блоков к ( + 1)-й, 

1, 1k = − , а внутри каждой из групп непрерыв-

ное выполнение блоков каждого процесса со-

храняется. 
Для дальнейшего исследования, как и при 

достаточном числе процессоров, все множе-
ство процессов разобьем на подмножества, 
причем каждое из них будет состоять из m про-

цессов с номерами ( 1)i c l q= − + , 1,q c= , 

1,l m= , которые будут выполняться на процес-

сорах с номерами ( ( 1) )c j q− + , 1,
p

j
c

 
=  

 
, и вве-

дем следующие обозначения: 

▪ ,

( 1) ,( 1)

q

ij p
c i q j

c

t t 

 
− + − + 

 

=  – время выполнения 

i-м процессом из q-го подмножества процессов 

j-го блока из -й группы блоков с учетом пара-

метра , 1,k = , 1,q c= , 1,i m= , 1,
p

j
c

 
=  

 
; 

▪ 
1 1

( 1) ,( 1) ,( 1) ( 1) ,( 1)
11 1 1 1

max
cpm u u

q p p p
p с i q j сi q j с m q j

ui j j jc c c
c

T t t t
− −

   

     
  − + − + + − + − + − +      = = = =       
 

 
= − + 

  
    

1 1

( 1) ,( 1) ,( 1) ( 1) ,( 1)
11 1 1 1

max
cpm u u

q p p p
p с i q j сi q j с m q j

ui j j jc c c
c

T t t t
− −

   

     
  − + − + + − + − + − +      = = = =       
 

 
= − + 

  
    – время вы-

полнения q-го подмножества процессов в -й 

группе блоков 1,k = , 1,q c= ; 

▪ 
 /1 1

1 1( 1) ,( 1) ,( 1) ( 1) ,( 1)
11 1 1 1

max max max

p cm u u

qp p p
pq c q cс i q j сi q j с m q j

ui j j jc c c
c

T t t t T
− −

    

           − + − + + − + − + − +      = = = =       
 

  
 = − + = 
    

    

 /1 1

1 1( 1) ,( 1) ,( 1) ( 1) ,( 1)
11 1 1 1

max max max

p cm u u

qp p p
pq c q cс i q j сi q j с m q j

ui j j jc c c
c

T t t t T
− −

    

           − + − + + − + − + − +      = = = =       
 

  
 = − + = 
    

     

– общее время выполнения -й группы блоков 

всеми n процессами на 
p

с
c

 
 
 

 процессорах, 

1,k = ; 

▪ 
1 1

,

( 1) ,
( 1) ,( 1) ,( 1) ( 1) ,( 1)

11 1 1 1

max
ji u u

q

ij c i q j p p p
p с q w с q w с i q w

u w w wc c c
c

E E t t t
− −

    

− +      
  − + − + + − + − + − +      = = = =       
 

 
= = − + 

  
   

1 1
,

( 1) ,
( 1) ,( 1) ,( 1) ( 1) ,( 1)

11 1 1 1

max
ji u u

q

ij c i q j p p p
p с q w с q w с i q w

u w w wc c c
c

E E t t t
− −

    

− +      
  − + − + + − + − + − +      = = = =       
 

 
= = − + 

  
     – время за-

вершения обработки i-м процессом q-го под-
множества j-го блока из -й группы блоков, где 

1,k = , 1,q c= , 1,i m= , 1,
p

j
c

 
=  

 
. 

Найдем значения 
,q

ijt 
, qT 

, T


 , 
,q

ijE 
 для мно-

гопроцессорной системы, изображенной на ри-
сунке 2: 

1 1 3
1

1 2( 1) 1, 2 1, 3
1 3

1 1 1 1

max
u u

i j i j j
u

i j j j

T t t t
−

  

− + +
 

= = = =

 
= − + = 

 
     

 
3

11 11 12 31 11 12 13 31 32 3

1

max , , max 3,3,4 7 11j

j

t t t t t t t t t t         

=

 = + − + + − − + = + =  

 
3

11 11 12 31 11 12 13 31 32 3

1

max , , max 3,3,4 7 11j

j

t t t t t t t t t t         

=

 = + − + + − − + = + =   ; 

1 1 3
1

2 2( 1) 2, 2 2, 4
1 3

1 1 1 1

max 9;
u u

i j i j j
u

i j j j

T t t t
−

  

− + +
 

= = = =

 
= − + = 

 
     

1 1 3
2

1 2( 1) 1,3 2 1,3 3,3
1 3

1 1 1 1

max 10
u u

i j i j j
u

i j j j

T t t t
−

  

− + + + + +
 

= = = =

 
= − + = 

 
   

1 1 3
2

1 2( 1) 1,3 2 1,3 3,3
1 3

1 1 1 1

max 10;
u u

i j i j j
u

i j j j

T t t t
−

  

− + + + + +
 

= = = =

 
= − + = 

 
     

1 1 3
2

2 2( 1) 2,3 2 2,3 4,3
1 3

1 1 1 1

max 8
u u

i j i j j
u

i j j j

T t t t
−

  

− + + + + +
 

= = = =

 
= − + = 

 
   

1 1 3
2

2 2( 1) 2,3 2 2,3 4,3
1 3

1 1 1 1

max 8;
u u

i j i j j
u

i j j j

T t t t
−

  

− + + + + +
 

= = = =

 
= − + = 

 
     

1 =  

1q =  
1i =  1,3j =  

1,1

11 11 3t t= = ,    1,1

12 12 1t t= = ,    1,1

13 13 4t t= =  

2i =  1,3j =  
1,1

21 31 1t t= = ,    
1,1

22 32 3t t= = ,    
1,1

23 33 3t t= =  

2q =  
1i =  1,3j =  

2,1

11 21 2t t= = ,   
2,1

12 22 2t t= = ,   
2,1

13 23 1t t= =  

2i =  1,3j =  
2,1

21 41 4t t= = ,   
2,1

22 42 1t t= = ,    
2,1

23 43 2t t= =  

2 =  

1q =  
1i =  1,3j =  

1,2

11 14 2t t= = ,    
1,2

12 15 1t t= = ,    
1,2

13 16 4t t= =  

2i =  1,3j =  
1,2

21 34 1t t= = ,    
1,2

22 35 1t t= = ,    
1,2

23 36 3t t= =  

2q =  
1i =  1,3j =  

2,2

11 24 1t t= = ,   2,2

12 25 3t t= = ,   2,2

13 26 3t t= =  

2i =  1,3j =  
2,2

21 44 3t t= = ,   
2,2

22 45 1t t= = ,   
2,2

23 46 1t t= =  
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1

1
1 2
max max(11,9) 11;q

q
T T

 
= = =  

2

2 2
1 2
max max(10,8) 10.

q
T T

 
= = =  

Если  = 1, q = 1, i = 1, имеем 1,1 1

1 1 1

1

j

j j w

w

E E t

=

= = 

1,1 1

1 1 1

1

j

j j w

w

E E t

=

= =  , 1,3j = , тогда  

1
1,1 1

11 11 1 11

1

3;w

w

E E t t 

=

= = = =  

2
1,1 1

12 12 1 11 12

1

3 1 4;w

w

E E t t t  

=

= = = + = + =  

3
1,1 1

13 13 1 11 12 13

1

3 1 4 8.w

w

E E t t t t   

=

= = = + + = + + =  

Если  = 1, q = 1, i = 2, имеем 
1 1

1,1 1

2 3 2( 1) 1, 2 1, 3
1 3

1 1 1 1

max
ju u

j j w w w
u

w w w

E E t t t
−

  

− + +
 

= = = =

 
= = − + = 

 
    

1 1
1,1 1

2 3 2( 1) 1, 2 1, 3
1 3

1 1 1 1

max
ju u

j j w w w
u

w w w

E E t t t
−

  

− + +
 

= = = =

 
= = − + = 

 
     

1

2( 1) 1,

1

1 2 1

2( 1) 1, 2 1, 3

1 1 1 1

3 2

2( 1) 1, 2 1,

1 1

,

max ,

w

w

j

w w w

w w w

w w

w w

t

t t t

t t



− +

=

  

− + +

= = = =

 

− + +

= =

 
 
 
 

= − + = 
 
 

− 
 



   

 

 

1

1

1

2 1

1 3 3

1 1 1

3 2

1 3

1 1

,

max ,

w

w

j

w w w

w w w

w w
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t
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=
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1 1

11 12 13 31 32

,

max , 4 ,
j j

w w

w w

t
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= =    

 
 

= + − + = + 
 

+ + − − 

   

1,3j = , тогда 
1

1,1 1

21 31 3 31

1

4 4 4 1 5;w

w

E E t t 

=

= = + = + = + =  

2
1,1 1

22 32 3 31 32

1

4 4 4 1 3 8;w

w

E E t t t  

=

= = + = + + = + + =  

3
1,1 1

23 33 3 31 32 33

1

4 4w

w

E E t t t t   

=

= = + = + + + =

4 1 3 3 11.= + + + =  

Если 1 = , 2q = , 1i = , имеем 
2,1 1

1 2j jE E= =

2

1

j

w

w

t

=

=  , 1,3j = , тогда  

2,1 1

11 21 2E E= = ; 
2,1 1

12 22 4E E= = ; 
2,1 1

13 23 5.E E= =  

Если 1 = , 2q = , 2i = , имеем 
2,1 1

2 4j jE E= =  

4

1

2
j

w

w

t

=

= +  , 1,3j = , тогда  

2,1 1

21 41 6;E E= =  2,1 1

22 42 7;E E= =  2,1 1

23 43 9.E E= =  

Если 2 = , 1q = , 1i = , имеем 
1,2 2

11 11 2;E E= =  1,2 2

12 12 3;E E= =  1,2 2

13 13 7.E E= =   

Если 2 = , 1q = , 2i = , имеем 
1,2 2

21 31 6;E E= =  1,2 2

22 32 7;E E= =  1,2 2

23 33 10.E E= =  

Если 2 = , 2q = , 1i = , имеем 
2,2 2

11 21 1;E E= =  2,2 2

12 22 4;E E= =  2,2 2

13 23 7.E E= =  

Если 2 = , 2q = , 2i = , имеем 2,2

21E =

2

41 6;E= =  2,2 2

22 42 7;E E= =  2,2 2

23 43 8.E E= =  

Из анализа диаграмм Ганта (рис. 2) видно, 

что минимальное общее время выполнения не-

однородных распределенных процессов, кон-

курирующих за использование c копий струк-

турированного программного ресурса в случае 

p
s

c

 
  

 
, 

p
s k

c

 
=  

 
, 1k  , определяется как 

сумма длин составляющих диаграмм, то есть 

н н

1 1( , , , , ) , , , ,с с

p
T p n s c T p n k c

c

  
 =  =  

  

1
1 1

max .
k k

q
q c

T T 


 

= =

= =   

Время н

1 , , , ,с

p
T p n k c

c

  
  

  
 можно суще-

ственно сократить, если воспользоваться сов-
мещением последовательных диаграмм Ганта 
по оси времени справа налево. В результате 
совмещения получим 

1
н

1

1 1

, , , ,
k k

с

p
T p n k c T

c

−


 

= =

  
 = −   

  
  , 

где 
' "min( , )   =   , 1, 1k = −  – длина отрезка 

максимально возможного совмещения двух по-
следовательных диаграмм Ганта по оси вре-
мени.  

Здесь 
'

  – отрезок возможного совмещения 

по оси времени, который представляет собой 
разность между моментом начала выполнения 
j-го блока первым процессом q-го подмноже-
ства процессов в ( 1)-й +  группе блоков и мо-

ментом завершения выполнения j-го блока по-
следним процессом q-го подмножества процес-

сов в -й группе блоков, то есть 

 / 1
'

1 ( 1) ,( 1) ,1 1 1

min min

p c j

q p ppq c c m q w q wj w j wc cc

T T t t
−

   

         − + − +  +     = + =      

  
  = − + + = 
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 / 1
'

1 ( 1) ,( 1) ,1 1 1

min min

p c j

q p ppq c c m q w q wj w j wc cc

T T t t
−

   

         − + − +  +     = + =      

  
  = − + + = 
    

 

1

( 1) ,
1 ,1 1

min min ,
j

c m q j ppq c q wj w cc

T E t
−

  

 − +       +   =    

  
 = − + 
    

  

1, 1k = − . 

Значение 
"

  представляет собой разность 

между началом выполнения первого блока i-м 

процессом в ( 1)-й +  группе блоков и момен-

том завершения выполнения последнего блока 

i-м процессом в -й группе блоков, то есть 

" , , 1 , 1

1 1
1 1 ,

min min q q q

i ip
q c i m i

c

T E E t  + +

      
 
 

  
  = − + − = 
    

 

1

( 1) ,1
1 1 ( 1) , ( 1) , 1

min min c i qp p
q c i m c i q c i q

c c

T E E t  + 

 − +       − + − +  +   
   

  
 = − + − 
    

1

( 1) ,1
1 1 ( 1) , ( 1) , 1

min min ,c i qp p
q c i m c i q c i q

c c

T E E t  + 

 − +       − + − +  +   
   

  
 = − + − 
    

 1, 1.k = −  

Для многопроцессорных систем (рис. 2) по-

лучим 
13

' 1

1 1 2 , ,3
1 2 1 3

1 1

min min
j

q q w q w
q j

w j w

T T t t
−

  

+ +
   

= + =

  
 = − + + =   

  
   

3 3 1 2
1

1 2 , 2 , ,3 ,3
1

2 3 1 1

min min , ,q q w q w q w q w
q c

w w w w

T T t t t t    

+ + + +
 

= = = =

  
= − + + =  

    
    

3 3 1 2
1

1 2 , 2 , ,3 ,3
1

2 3 1 1

min min , ,q q w q w q w q w
q c

w w w w

T T t t t t    

+ + + +
 

= = = =

  
= − + + =  

    
   

1 1 1

1 1 32 33 1 1 33 14 1 1 14 15

1 1 1

1 2 42 43 1 2 43 24 1 2 24 25

, , ,
min

, ,

T T t t T T t t T T t t

T T t t T T t t T T t t

        

        

 − + + − + + − + +
= =  − + + − + + − + + 

 

1 1 1

1 1 32 33 1 1 33 14 1 1 14 15

1 1 1

1 2 42 43 1 2 43 24 1 2 24 25

, , ,
min

, ,

T T t t T T t t T T t t

T T t t T T t t T T t t

        

        

 − + + − + + − + +
= =  − + + − + + − + + 

1 1 1

1 31 1 32 14 1 33 14 15

1 1 1

1 41 1 42 24 1 43 24 25

, , ,
min

, ,

T E T E t T E t t

T E T E t T E t t

     

     

 − − + − + +
= =  − − + − + + 

min(6,5,3,5,5,6) 3;= =  

( )" ,1 ,2 ,2

1 1 3 1 1
1 2 1 2
min min q q q

i i i
q i

T E E t

   
  = − + − =   

( ),1 ,2 ,2 ,1 ,2 ,2

1 13 11 11 1 23 21 21
1 2
min min ,q q q q q q

q
T E E t T E E t 

 
 = − + − − + − =  

( ),1 ,2 ,2 ,1 ,2 ,2

1 13 11 11 1 23 21 21
1 2
min min ,q q q q q q

q
T E E t T E E t 

 
 = − + − − + − = 

 

( )1,1 1,2 1,2 1,1 1,2 1,2 2,1 2,2 2,2 2,1 2,2 2,2

1 13 11 11 1 23 21 21 1 13 11 11 1 23 21 21min , , ,T E E t T E E t T E E t T E E t   = − + − − + − − + − − + − = 

( )1,1 1,2 1,2 1,1 1,2 1,2 2,1 2,2 2,2 2,1 2,2 2,2

1 13 11 11 1 23 21 21 1 13 11 11 1 23 21 21min , , ,T E E t T E E t T E E t T E E t   = − + − − + − − + − − + − =  

( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 13 11 14 1 33 31 34 1 23 21 24 1 43 41 44min , , ,T E E t T E E t T E E t T E E t       = − + − − + − − + − − + −

( )1 2 1 2 1 2 1 2

1 13 11 14 1 33 31 34 1 23 21 24 1 43 41 44min , , ,T E E t T E E t T E E t T E E t       = − + − − + − − + − − + − =

( )min 3,5,6,5 3.= =  

Тогда ' "

1 1 1min( , ) min(3,3) 3. =   = =  Следо-

вательно, время выполнения ( )н

1 7,4,6,2,сT  =

21 3 18= − =  (рис. 3). 

 

Рис. 3. Совмещенные диаграммы Ганта при 
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Fig. 3. Stacked Gantt charts at 
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В случае, когда 
p

s k r
c

 
= + 

 
, 1k  , 

1
p

r
c

 
   

 
, все множество из s блоков разбива-

ется на ( 1)k +  групп по 
p

c

 
 
 

 блока(ов) в каж-

дой, за исключением последней, в которой бу-

дет только r блока(ов) программного ресурса. 

Тогда время выполнения n неоднородных рас-

пределенных конкурирующих процессов, ис-

пользующих c копий структурированного на s 

блока(ов) программного ресурса в вычисли-

тельной системе с p процессорами в первом 

синхронном режиме, будет определяться по 

формулам: 

( )н н

1 1, , , , , , , ,с с

p
T p n s c T p n k r c

c

  
 = +  =  

  
1

1

1 1

k k

k kT T
−

 

 + 

= =

= + −  −  = 

1
1

1 1
1 1

max max ,
k k

k

q q k
q с q с

T T
−

 +


   

= =

= + −  −    

где 
1kT 

+
 – время выполнения (k + 1)-й группы 

из r блоков всеми n процессами, 
1k

qT +
 – время 

выполнения q-го подмножества из m процессов 

в (k+1)-й группе блоков, 1,q c= , а 
k  – вели-

чина максимально допустимого совмещения 

по оси времени k-й и (k + 1)-й диаграмм. 

Значения 
1kT 

+
, 

1k

qT +
 и 

k  определяются по 

следующим формулам: 

▪ 
1 1

1

1 ( 1) , , ( 1) ,
1 1 1 1

max
m u u r

k

q p p p
u r с i q k j сi q k j с m q k j

i j j jc c c

T t t t
− −

+   

       − + + + + − + +     = = = =     

 
= − + 

  
   

1 1
1

1 ( 1) , , ( 1) ,
1 1 1 1

max ,
m u u r

k

q p p p
u r с i q k j сi q k j с m q k j

i j j jc c c

T t t t
− −

+   

       − + + + + − + +     = = = =     

 
= − + 

  
     1,q c= ; 

▪ 
1 1

1

1
1 1 1( 1) , , ( 1) ,

1 1 1 1

max max max
m u u r

k

k qp p p
q c u r q cс i q k j сi q k j с m q k j

i j j jc c c

T t t t T
− −

    +

+           − + + + + − + +     = = = =     

  
 = − + = 
    
   

1 1
1

1
1 1 1( 1) , , ( 1) ,

1 1 1 1

max max max ;
m u u r

k

k qp p p
q c u r q cс i q k j сi q k j с m q k j

i j j jc c c

T t t t T
− −

    +

+           − + + + + − + +     = = = =     

  
 = − + = 
    
     

▪ ' "min( , )k k k =   . 

Здесь 

 / 1
'

1 1 ( 1) ,( 1) ,
1 1

min min

p c j
k

k k q p p
q c j r c m q k w q k w

w j wc c

T T t t
−

  

       − + − + +   = + =   

  
  = − + + = 
    

 

 / 1 1
'

( 1) ,
1 1 1 1( 1) ,( 1) , ,

1 1 1

min min min min ;

p c j j
k k

k k q k c m q jp p p
q c j r q c j rc m q k w q k w q k w

w j w wc c c

T T t t T E t
− −

    

− +            − + − + + +     = + = =     

      
    = − + + = − +   
            

   

1

( 1) ,
1 1 ,

1

min min ;
j

k

k c m q j p
q c j r q k w

w c

T E t
−

 

− +      + =  

  
 = − + 
    

  

" , , 1 , 1

1 1
1 1 ,

min min k k q k

k k i ip
q c i m i

c

T E E t   + +

    
 
 

  
  = − + − = 
    

1

( 1) ,1
1 1 ( 1) , ( 1) , 1

min min ;k k

k c i qp p
q c i m c i q c i q k

c c

T E E t + 

− +       − + − + +   
   

  
 = − + − 
    

1

( 1) ,1
1 1 ( 1) , ( 1) , 1

min min ;k k

k c i qp p
q c i m c i q c i q k

c c

T E E t + 

− +       − + − + +   
   

  
 = − + − 
    

 

1 1
, 1 1

( 1) , ( 1) ,( 1) ,( 1) ( 1) ,( 1)
1

1 1 1 1

max ,
ji u u

q k k

ij c i q j с q k r w с q k r w с i q k r w
u r

w w w

E E t t t
− −

+ +   

− + − + + + + + + − + + +
 

= = = =

 
= = − + 

 
   

1 1

( 1) ,( 1) ,( 1) ( 1) ,( 1)
1

1 1 1 1

max ,
ji u u

с q k r w с q k r w с i q k r w
u r

w w w

t t t
− −

  

− + + + + + + − + + +
 

= = = =

 
− + 

 
     1, ,q c=  

1, ,i m=  1, .j r=  

На рисунках 4 и 5 для распределенной вы-

числительной многопроцессорной системы  

с параметрами 6p = , 4n = , 8s = , 2c = ,  

3 1 4 2 1 4 2 1

2 2 1 1 3 3 2 2

1 3 3 1 1 3 3 1

4 1 2 3 1 1 2 5

T 

 
 
 =
 
 
 

 построены не- 

совмещенные и совмещенные диаграммы 

Ганта. Найдем минимальное время выполне-

ния процессов для данной многопроцессорной 

системы: 
1 2

3

1 1,6 3,6 3,6 17 17 18 37
1 2

1 1 1

max max 2, 0
u u

j j j
u

j j j

T t t t t t t t
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+ + +
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1 2
3
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1 2
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u u
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   ; 

1 2
3
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1 2
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1 2
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Если 1q = , 1i = , то 
1,3 3

1 1 1,6

1

,
j

j j w

w

E E t

+

=

= =   
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1,2,j =  тогда 1,3 3

11 11 2;E E= =  1,3 3

12 12 3.E E= =  

Если 1q = , 2i = , то 
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Рис. 4. Несовмещенные диаграммы Ганта при 
p

s k r
c

 
= + 

 
 

 

Fig. 4. Unstacked Gantt charts at 
p

s k r
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= + 

 
 

 
 

Рис. 5. Cовмещенные диаграммы Ганта при 
p

s k r
c

 
= + 

 
 

 

Fig. 5. Stacked Gantt charts at 
p

s k r
c
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13 3 3 1
' 2 2

2 2 2 ,3 ,6 2 2 ,3 2 ,3 ,6
1 2 1 2 1 2

1 1 2 3 1

min min min min , 4
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T E E t T E E t 
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Следовательно, ' "

2 2 2min( , ) 2 =   = .  

Тогда время выполнения n = 4 неоднород-

ных распределенных конкурирующих процес-

сов, использующих c = 2 копии структуриро-

ванного на s = 8 блоков программного ресурса 

в многопроцессорной системе с p = 7 процессо- 

рами с учетом дополнительных системных рас-

ходов , будет определяться по формуле 

( )
2

н

1 3 1 2

1

7,4,8,2, 25.сT T T 



=

 = + −  −  =  

 

Заключение 
 

Полученные результаты можно использо-
вать, например, при исследовании асинхрон-
ного и второго синхронного режимов взаимо-
действия процессов, процессоров и блоков 
структурированного программного ресурса, при 
сравнительном анализе различных режимов 
распределенных вычислений, при математиче-
ском исследовании эффективности и оптималь-
ности мультиконвейерной организации вычис-
лений, при решении задач построения опти-
мальной компоновки блоков программного 
ресурса и нахождения оптимального числа про-
цессоров, обеспечивающих директивное время 
выполнения заданных объемов вычислений. 
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Abstract. When creating multiprocessor distributed computing systems, the problems of constructing and investigating 

mathematical models for organizing the interaction of processes competing for a software resource are of particular rele-

vance. In this connection, distributed computing tasks related to obtaining mathematical relations, which can have both 

direct and inverse character, are of interest. When setting direct problems, the conditions are the values of multiprocessor 

system parameters, the solution is the minimum total time for making given volumes of calculations. The formulation of 

inverse problems is reduced to calculating multiprocessor system characteristics, searching for criteria of efficiency and 

optimality of organizing the execution of a set of distributed competing interacting processes. The apparatus of graph 

theory, linear Gantt diagrams, schedule theory, combinatorial optimization, matrix algebra, etc. is widely used when con-

structing and studying mathematical models and problems of optimal organization of distributed processes. This paper 

shows a constructed mathematical model of distributed computations, solves the problems of finding the minimum execu-

tion time of heterogeneous processes competing for using a limited number of program resource copies in a synchronous 

mode in cases of unlimited and limited parallelism in the number of processors of a multiprocessor system. It also uses the 

ideas of structuring a program resource into linearly ordered blocks with their further conveying by processes and proces-

sors of a multiprocessor system. 

Keywords: structuring, pipelining, program resource, Gantt diagram, Bellman-Johnson functional, synchronous mode,  

unbounded (bounded) parallelism 
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