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Построена математическая модель распределенных вычислений, решены задачи 

нахождения минимального времени выполнения неоднородных, однородных и одинаково 
распределенных процессов, конкурирующих за использование ограниченного числа копий 
программного ресурса в асинхронном режиме в случаях неограниченного и ограниченного 
параллелизма по числу процессоров многопроцессорной системы (МС). При этом использо-
ваны идеи структурирования программного ресурса на линейно-упорядоченные блоки с их 
последующей конвейеризацией по процессам и процессорам МС. 

 
Введение  
 
Распределенные вычисления – перспективная и динамично развивающаяся об-

ласть организации параллелизма. Создание высокопроизводительных распределенных 
МС и вычислительных комплексов характеризуется широким проникновением в аппа-
ратное и программное обеспечение фундаментальных принципов распараллеливания 
и конвейеризации вычислений. В связи с этим происходит процесс пересмотра матема-
тических методов и алгоритмов решения задач в различных предметных областях 
вплоть до пересмотра всего алгоритмического багажа прикладной математики, выдви-
гаются новые требования к построению и исследованию математических моделей, ка-
сающихся различных аспектов параллельной и конвейерной организации вычислений.  

Необходимость и актуальность исследований в этих направлениях связана 
и с тем, что принципы структурирования, распараллеливания и конвейеризации носят 
достаточно общий характер и присущи процессам различной природы [1, 2]. Случай, 
когда в общей памяти МС имеется одна копия программного ресурса, с различных то-
чек зрения был изучен в работах [3–6]. Изучение задач, относящихся к оптимальной 
организации распределенных параллельных вычислений, приобретает особую актуаль-
ность в случае, когда в общей памяти МС может быть одновременно размещено огра-
ниченное число копий программного ресурса. Такое обобщение носит принципиаль-
ный характер в виду того, что отражает основные черты мультиконвейерной обработ-
ки, а также позволяет сравнить эффективность конвейерной и параллельной обработки. 

 
1. Математическая модель распределенных вычислений 
 
Математическая модель системы распределенной обработки конкурирующих вза-

имодействующих процессов при ограниченном числе копий программного ресурса 
включает в себя: 2≥p  процессоров МС, которые имеют доступ к общей памяти; 2≥n  
распределенных конкурирующих процессов; 2≥s  блоков структурированного на бло-
ки программного ресурса; матрицу ][ ijtT = , ni ,1= , sj ,1=  времен выполнения блоков 
программного ресурса распределенными взаимодействующими конкурирующими про-
цессами; pc ≤≤2 , число копий структурированного на блоки программного ресурса, 
которые могут одновременно находиться в оперативной памяти, доступной для всех p  
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процессоров; 0θ >  – параметр, характеризующий время дополнительных системных 
расходов, связанных с организацией конвейерного режима использования блоков 
структурированного программного ресурса множеством взаимодействующих конкури-
рующих процессов при распределенной обработке.  

Будем также предполагать, что число блоков программного ресурса [ / ],cs p p c≤ =  
где ][x  – целая часть числа, а число процессов n  кратно числу копий c  структурирован-
ного программного ресурса, т. е. mcn = , 2≥m , и что взаимодействие процессов, про-
цессоров и блоков программного ресурса подчинено следующим условиям:  

– ни один из процессоров не может обрабатывать одновременно более одного блока;  
– процессы выполняются в параллельно-конвейерном режиме группами, т. е. 

осуществляется одновременное (параллельное) выполнение c  копий каждого блока 
в сочетании с конвейеризацией группы из c  копий jQ -го блока по  процессам и про-
цессорам, где sj ,1= ;  

– обработка каждого блока программного ресурса осуществляется без прерываний;  
– распределение блоков jQ , sj ,1=  программного ресурса по процессорам для каж-

дого из процессов qlci +−= )1( , ml ,1= , cq ,1= ,  где cnm /= ,  осуществляется цикличе-
ски по правилу: блок с номером j распределяется на процессор с номером qjc +− )1( . 

Введем следующие режимы конвейерной реализации взаимодействия процессов, 
процессоров и блоков с учетом наличия c  копий программного ресурса. 

Асинхронной режим взаимодействия процессов, процессоров и блоков структури-
рованного программного ресурса предполагает, что начало выполнения копии очеред-
ного jQ -го блока, sj ,1= ,  определяется наличием c  процессоров и готовностью копии 
блока к выполнению. При этом программный блок считается готовым к выполнению, 
если он не выполняется ни на одном из процессоров. 

Первый синхронный режим обеспечивает линейный порядок выполнения блоков 
программного ресурса внутри каждого из процессов без задержек, т. е. в случае, когда 

cps ≤≤2 , момент завершения выполнения jQ -го блока, 1,1 −= sj , процессом с номе-
ром qcli +−= )1( , ml ,1= ,  cq ,1= ,   на ))1(( qcj +− -м процессоре совпадает с момен-
том начала выполнения следующего 1+jQ -го блока на процессоре с номером )( qjс + . 

При втором синхронном режиме в случае, когда cps ≤≤2 , момент завершения 
выполнения i -м процессом, где qcli +−= )1( , 1,1 −= ml ,  cq ,1= , j -го блока, sj ,1= , 
на ))1(( qcj +− -м процессоре совпадает с моментом начала выполнения j -го блока 
процессом с номером )( ci +  на этом же процессоре, т. е. обеспечивается непрерывное 
выполнение на каждом процессоре c  копий каждого блока структурированного про-
граммного ресурса. 

В этих предположениях рассмотрим решение задач получения математических 
соотношений для вычисления минимального общего времени реализации множества 
распределенных конкурирующих процессов при ограниченном числе копий программ-
ного ресурса для асинхронного режима. 

 
2. Время выполнения неоднородных процессов в условиях неограниченного 
    и ограниченного параллелизма 
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Рассмотрим асинхронный режим взаимодействия процессов, процессоров и бло-
ков структурированного программного ресурса (рисунок).  

О п р е д е л е н и е  1. Система n  распределенных конкурирующих процессов назы-
вается неоднородной, если времена выполнения блоков программного ресурса 

sQQQ ...,,, 21  зависят от объемов обрабатываемых данных и/или их структуры, т. е. 
разные для разных процессов. 

 

 
Асинхронный режим взаимодействия процессов, процессоров 

и блоков программного ресурса 
 

Обозначим минимальное общее время выполнения n  неоднородных распреде-
ленных конкурирующих процессов использующих  с  копий структурированного на s  
блоков программного ресурса с матрицей времен выполнения T θ  в многопроцессорной 
системе с p  процессорами с учетом дополнительных системных расходов θ  в асин-
хронном режиме через ( , , , , )н

асT p n s с θ . Для вычисления ( , , , , )н
асT p n s с θ  рассмотрим слу-

чаи неограниченного, т. е. cps ≤ , и ограниченного, когда cps > , параллелизма. 
Пусть имеется система mcn =  неоднородных распределенных конкурирующих 

процессов, где 2≥m , а pc ≤≤2 , причем число блоков s  структурированного про-
граммного ресурса не превосходит числа групп по с  процессоров в каждой, т. е. 

cps ≤≤2 . В этом случае без ограничения общности можно считать, что каждый jQ -й 
блок, sj ,1= ,  i -го процесса, где qlci +−= )1( ,  ml ,1= ,  cq ,1= ,  будет выполняться на 

))1(( qjc +− -м  процессоре. Тогда для выполнения всех n  процессов достаточно ис-
пользовать ccp  процессоров, а остальные ccpp −  будут не задействованы.   

Пусть [ ]
ij

T tθ θ=  – sn× – матрица времен выполнения блоков структурированного 
программного ресурса каждым из i -х процессов с учетом параметра 0θ > , где 

ij ijt tθ = + θ , ni ,1= , sj ,1= . Для вычисления минимального общего времени 
( , , , , )н

асT p n s с θ  можно воспользоваться функционалом задачи Беллмана – Джонсона, 
который в нашем случае будет иметь вид:  

1 2

1 2 1
1 1

( 1) ,1 ( 1) ,2 ( 1) ,1 1 ... 1
( , , , , ) max max ...

s
s

u u m
н

ас с i q с i q с i q sq c u u u m i i u i u
T p n s с t t t

−
−

θ θ θ
− + − + − +≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

= = =

  
θ = + + +     

∑ ∑ ∑ ,      (1) 

42tθ22tθ

32tθ12tθ

33tθ13tθ

p

1

3

7

6

5

4

2

43tθ23tθ

41tθ21tθ

11tθ 31tθ

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ( , , , , )н
асT p n s c θ
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где 121 ...,,, −suuu  – целые числа. 
В работах [3, 5] рассмотрен алгоритм, который позволяет решить задачу определе-

ния минимального общего времени выполнения неоднородных распределенных конку-
рирующих процессов в асинхронном режиме при ограниченном числе копий структури-
рованного программного ресурса с помощью аппарата вершинно-взвешенных графов. 

 
3. Время реализации однородных распределенных процессов 
 
О п р е д е л е н и е  2. Систему распределенных конкурирующих процессов будем 

называть однородной, если времена выполнения jQ -го блока каждым из i -х процессов 

равны, т. е. ij jt tθ θ= , ni ,1= , sj ,1= .  
Пусть 1 2( , , ..., )st t tθ θ θ  – длительности выполнения каждого блока jQ , sj ,1= , про-

граммного ресурса с учетом накладных расходов θ . Обозначим длительность выпол-

нения всего программного ресурса  каждым  из процессов через 
1

s

s j
j

T tθ θ

=

=∑ .  

В случае достаточного числа процессоров, т. е. когда cps ≤ , вычисление общего 
времени выполнения mcn = , 2≥m , однородных распределенных процессов, конкури-
рующих за ограниченном числе копий программного ресурса pc ≤≤2 , сводится 
к нахождению общего времени выполнения m  процессов на cp  процессорах, конкури-
рующих за использование одной копии программного ресурса. 

Для доказательства воспользуемся функционалом (1) задачи Беллмана – Джонсо-
на, который для систем однородных конкурирующих процессов будет иметь вид: 

( )
1 2

1 2 1
1 1

1 21 ... 1
( , , , , ) , , ,1, max ...

s
s

u u m
о о

ас ас c su u u m i i u i u
T p n s c T p m s t t t

−
−

θ θ θ

≤ ≤ ≤ ≤ ≤
= = =

 
θ = θ = + + + = 

 
∑ ∑ ∑  

1 11
( 1) max ( 1) max

s

j j s jj s j sj
t m t T m tθ θ θ θ

≤ ≤ ≤ ≤
=

= + − = + −∑ , 

где 121 ...,,, −suuu  – целые числа.  
О п р е д е л е н и е  3. Однородное структурирование программного ресурса на s  

блоков с временами выполнения 1 2( , , ..., )st t tθ θ θ , 
1

s

s j
j

T tθ θ

=

=∑ , будем называть равномер-

ным, если 1 2 ... st t t tθ θ θ θ= = = = . 
Т е о р е м а . В случае равномерного структурирования для вычисления минималь-

ного общего времени выполнения распределенных конкурирующих процессов при 
ограниченном числе копий программного ресурса имеют место формулы: 

( )
( )
( )

1 , min( , ),
( , , , , ) 1 , min( , ), , 1,

( 1) 1 , min( , ), , 1, 1 .

c
рс

ас c c c

c c c

m s t p m s
T p n s с km p t p m s s kp k

k m r t p m s s kp r k r p

θ

θ

θ

 + − ≥
θ = + − < = >
 + + − < = + ≥ ≤ <

 

 
4. Вычисления в одинаково распределенных системах  
 
О п р е д е л е н и е  4. Систему распределенных конкурирующих процессов будем 

называть одинаково распределенной, если времена выполнения всех блоков программ-
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ного ресурса каждым из процессов совпадают и равны it
θ , т. е. справедлива цепочка ра-

венств 1 2 ...i i is it t t tθ θ θ θ= = = = ,  для всех ni ,1= . 
Функционал (1) задачи Беллмана – Джонсона для случая, когда cps ≤ , для систе-

мы одинаково распределенных конкурирующих процессов будет иметь вид: 

( )max1
( , , , , ) max ( 1)ор q

ас qq c
T p n s c T s tθ

≤ ≤
θ = + − , 

где 121 ...,,, −suuu  – целые числа. Данная формула применима для вычисления  
( , , , , )ор

асT p n s c θ  и для случая, когда cps >  и  max
q

q cT p tθ ≤ , cq ,1= . 

В случае когда число блоков МС ckps = , 1>k  и max
q

q cT p tθ > , cq ,1= , вычисление 
( , , , , )ор

асT p n s с θ  с помощью функционала задачи Беллмана – Джонсона приводит к фор-
муле: 

( )( )max1
( , , , , ) ( , , , , ) max 1 .ор ор q

ас ас c q cq c
T p n s с T p n kp с kT p tθ

≤ ≤
θ = θ = + −  

В случае когда rkps c += , 1≥k , cpr <≤1  и max
q

q cT p tθ > , cq ,1= , для вычисления 
общего времени выполнения одинаково распределенных конкурирующих процессов 
в случае ограниченного числа копий программного ресурса функционал задачи Белл-
мана – Джонсона преобразуется к виду: 

( )max1
( , , , , ) max [ 1] [ 1]ор q

ас c qq с
T p n kp r с k T r tθ

≤ ≤
+ θ = + + − . 

Заключение 
 
Полученные результаты можно использовать: 
– при исследовании синхронных режимов взаимодействия процессов, процессо-

ров и блоков структурированного программного ресурса; 
– сравнительном анализе различных режимов распределенных вычислений; 
– математическом исследовании эффективности и оптимальности мультиконвей-

ерной организации вычислений; 
– решении задач построения оптимальной компоновки блоков программного ре-

сурса и нахождения оптимального числа процессоров, обеспечивающих директивное 
время выполнения заданных объемов вычислений, и др.  
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