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Глава 1.4 ЗАДАЧА ОПТИМИЗАЦИИ ЧИСЛА ПРОЦЕССОРОВ 
В МАСШТАБИРУЕМЫХ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ СИСТЕМАХ 

 
Постоянное существование задач сверхвысокой сложности: за-

дачи проектирования сложных систем (ракетной техники, самолетов); 
задачи оптимизационного плана развития экономики страны или от-
дельного региона,  сооружений, технологических процессов; задачи 
эффективного использования спутников Земли для развития народно-
го хозяйства; задачи военного характера и др., характеризуются боль-
шой размерностью, десятками сотен и миллионов независимых пере-
менных и соответствующих ограничений. Указанные задачи можно 
эффективно решать используя идеи распараллеливания сложных вы-
числительных процессов и обработки больших объемов данных и 
знаний с помощью параллельных многопроцессорных систем (МС) и 
вычислительных комплексов (ВК), “объединяя в единое целое сведе-
ния из таких областей, как архитектура компьютеров и вычислитель-
ных систем, системное программирование и языки программирова-
ния, различные методы обработки информации” [1].  

Основные понятия и определения. Как и в [3–5] процесс бу-
дем рассматривать как последовательность блоков s,...,Q,QQ 21 , для 
выполнения которых используется множество процессоров. При этом 
процесс будем считать распределённым, если все блоки или часть из 
них выполняются на разных процессорах. Процессы, которые для 
ускорения выполнения обрабатываются параллельно, взаимодействуя 
путем обмена информацией, будем называть кооперативными или 
взаимодействующими процессами. Последовательность программных 
блоков, которую необходимо процессорам выполнять многократно, 
будем называть программным ресурсом PR, а множество соответ-
ствующих процессов – конкурирующими. 

Математическая модель системы распределенной обработки 

конкурирующих процессов включает в себя: 2, ss   – число блоков 
линейно–структурированного программного ресурса 

),...,,( 21 sQQQPR  ; 2, nn   – число распределенных относительно 

PR конкурирующих процессов; 2, pp  – число процессоров много-
процессорной системы; матрицу ][ ijtT   времен выполнения j–х бло-

ков i–ми конкурирующими процессами ni ,1 , sj ,1 ;    – время, 
характеризующее дополнительные системные расходы по организа-
ции структурирования и параллельного использования блоков PR. 
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Определение 1. Распределенная система n взаимодействующих 
конкурирующих процессов называется неоднородной, если времена 
выполнения блоков PR зависят от объемов обрабатываемых данных 
и/или их структуры, т.е. разные для разных процессов. 

Как и в [3,4] будем считать, что взаимодействие процессов, про-
цессоров и блоков  линейно–структурированного программного ре-
сурса подчинено следующим условиям: 1) ни один из блоков PR  не 
может обрабатываться одновременно более чем одним процессором; 
2) ни один из процессоров не может обрабатывать одновременно бо-
лее одного блока; 3) обработка каждого блока осуществляется без 
прерываний; 4) распределение блоков программного ресурса по про-
цессорам МС для каждого из процессов осуществляется циклически 
по правилу: блок с номером ikpj  , sj ,1 , pi ,1 , 0k , распре-
деляется на процессор с номером i; 5) отсутствуют простои процессо-
ров при условии готовности блоков, а также невыполнение блоков 
при наличии процессоров; 6) для каждого из n процессов момент за-
вершения выполнения j–го блока на i–м процессоре совпадает с мо-
ментом начала выполнения следующего )1( j –го блока на )1( i –м 

процессоре, 1,1  pi , 1,1  sj ; 7) для каждого из блоков структу-
рированного программного ресурса момент завершения его выполне-
ния l–м процессом совпадает с моментом начала его выполнения  

)1( l –м процессом на том же процессоре, 1,1  nl . 
Асинхронный режим взаимодействия процессоров, процессов и 

блоков предполагает отсутствие простоев процессоров  МС при усло-
вии готовности блоков, а также невыполнение блоков при наличии 
процессоров и определяется условиями 1–5.  

Условия 1–4, 6 определяют первый синхронный режим, обеспе-
чивающий непрерывное выполнение блоков PR внутри каждого из 
процессов.  

Второй синхронный режим, определяемый условиями 1–4, 7, 
обеспечивает непрерывное выполнение каждого блока всеми процес-
сами. 

Задача оптимизации числа процессоров. В [3–5] для вычисле-

ния минимального общего времени ),,,( snpT асн  выполнения 2n  
неоднородных распределенных конкурирующих процессов, исполь-
зующих структурированный на 2s  блоков программный ресурс в 
многопроцессорной системе с 2p  процессорами с учетом парамет-
ра 0  в случае неограниченного параллелизма ( ps 2 ) был ис-
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пользован функционал задачи Беллмана–Джонсона, который имеет 
вид: 
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где   ijij tt , ni ,1 , sj ,1 , а 121 ...,,, suuu  – целые по-

ложительные числа.  
Было также предложено графоаналитическое решение задачи 

определения ),,,( snpT асн ,  доказаны следующие теоремы. 
Теорема 1. Минимальное общее время выполнения n, 2n , не-

однородных распределенных конкурирующих процессов, использующих 
структурированный на s, 2s , блоков программный ресурс с време-

нами выполнения блоков, задаваемыми матрицей ][ 
ijtT  , ni ,1 , 

sj ,1 , в многопроцессорной системе с p, 2p , процессорами в 
асинхронном режиме в случае ps 2 , определяется длиной крити-

ческого пути в сетевом вершинно–взвешенном графе acG1  из началь-

ной вершины 
11t  в конечную 

nst . 

Теорема 2. Минимальное общее время ),,,( snpT асн  выполнения 
n, 2n , неоднородных распределенных конкурирующих процессов, 
использующих линейно структурированный на s, 2s , блоков про-
граммный ресурс с временами выполнения блоков, задаваемыми мат-

рицей ][ 
ijtT  , ni ,1 , sj ,1 , в многопроцессорной  системе  с  p, 

2p ,  процессорами  и дополнительными системными расходами 
0 , в асинхронном режиме в случае rkps  , 1k , pr 1 , 

определяется длиной критического пути из начальной вершины 
11t  в 

конечную вершину 
pknkt )1(,)1(   сетевого вершинно–взвешенного гра-

фа асG2 . 

Несомненно, время выполнения всех распределенных конкури-

рующих процессов ),,,( snpT асн  будет существенно зависеть от ко-
личества имеющихся процессоров. Задача состоит в том, чтобы при 
заданных n, s,  , ][ ijt , ni ,1 , sj ,1 , и заданного директивного вре-

мени выполнения всех распределенных конкурирующих процессов d, 
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найти оптимальное число процессоров *p , обеспечивающих дирек-
тивное время выполнения. Решение данной задачи рассмотрим для 
общего случая асинхронного режима, т.е. когда процессы являются 
неоднородными. 

Для изложения метода решения поставленной задачи, кроме 
введенных выше параметров математической модели p, n, s,   и d, 
нам понадобятся: qM  – двумерный массив переменной длины, со-

ставленный специальным образом из элементов матрицы ][ 
ijt , где 

  ijij tt , ni ,1 , sj ,1 , Nqq ,  – порядковый номер результи-

рующей матрицы времен выполнения блоков (двумерного массива 
переменной длины qM ), а также приведенные ниже определение и 

теорема. 
Определение 2. Число процессоров МС будем называть доста-

точным и обозначать sp  при заданных n, s, если sps  . 

Обозначим через ),,,( snpT sас
н  минимальное общее время вы-

полнения множества конкурирующих процессов при достаточном 

числе процессоров sp , а ),,,( snpT асн  – минимальное общее время 
при исходном числе процессоров p. Имеет место теорема. 

Теорема 3. При заданных n, s,  , ][ ijt , ni ,1 , sj ,1 , в случае 

достаточного ( sps  ) и ограниченного ( sp  )  числа процессоров 

МС имеет место соотношение ),,,(),,,(  snpTsnpT ас
н

sас
н  . 

Теорема 3 является отправной точкой для построения метода 

нахождения оптимального числа процессоров *p , обеспечивающих 
директивное время d выполнения неоднородных конкурирующих 
процессов при распределенной обработке в условиях асинхронного 
режима их взаимодействия. 

Входные данные: 2, pp  – заданное (исходное) число про-

цессоров; 2, nn  – число конкурирующих неоднородных распреде-

ленных процессов; 2, ss  – число блоков линейно–
структурированного программного ресурса; M – двумерный массив, 
содержащий элементы исходной матрицы с учетом дополнительных 

системных расходов   ][ 
ijt , ni ,1 , sj ,1 ; d – заданное (директив-

ное) время выполнения конкурирующих процессов. 
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Выходные данные: *p  – минимальное (оптимальное) число 
процессоров, обеспечивающих выполнение конкурирующих процес-
сов за директивное время d; qM  – двумерный массив, содержащий 

результирующую матрицу времен выполнения блоков программного 
ресурса вида (1); q – порядковый номер результирующей матрицы 
времен выполнения блоков программного ресурса PR. 

Метод. 

Если ),,,( snpTd sас
н , то полагаем 0* p , т.е. директивное 

время выполнения конкурирующих процессов d не может быть реали-
зовано в заданных условиях ни для какого числа процессоров. 

Пусть ),,,( snpTd sас
н  и число процессоров МС является 

ограниченным, т.е. ps  . Тогда между d, ),,,( snpT sас
н , 

),,,( snspT асн   возможны следующие случаи: 

- если ),,,(),,,(  snpTdsnpT ас
н

sас
н   или ),,,( snpTd ас

н , 

то нахождение *p  осуществляется методом деления пополам отрезка 
],2[ p ; 

- если ),,,(),,,( *  snpTdsnpT ас
н

ас
н  , то нахождение *p  

осуществляется методом деления пополам отрезка ],[ spp . 

Пусть ps  . Тогда нахождение *p  осуществляется методом де-

ления отрезка ],2[ sp  пополам. 
Нетрудно подсчитать, что сложность алгоритма нахождения оп-

тимального числа процессоров *p , базирующегося на предложенном 
методе, составляет величину )log)1(( 2 pnpkO   операций в худшем 
случае. 

На рис.1 приводится графическая интерпретация зависимости 

величины ),,,( snpT асн  от числа процессоров p, а также указаны ве-

личины d, ),,,( snpT sас
н , *p  и sp . Из рисунка видно, что величина 

*p  определяется либо как точка пересечения прямой d с дискретной 

линией, определяющей зависимость ),,,( snpT асн  от p, либо как бли-
жайшая точка, которая находится ниже прямой d. 

Пример. Пусть 3p , 3n , 9s , 48d , а исходная матрица 
времен выполнения блоков с учетом дополнительных системных рас-
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ходов по организации структурирования и параллельного использова-
ния блоков PR   имеет вид: 



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










546247135

824351462

137425314

MT  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1. - Зависимости ),,,( snpT ас
н  от числа процессоров 

 

В данном случае достаточное число процессоров 9sp . 
1. По исходной матрице M строим вершинно–взвешенный граф  

асG1  (Рис.2) и находим величину 45),,,9(  snpT sас
н . 

Рисунок 2. - Вершинно–взвешенный граф асG1  

 
По исходным данным p, n, s и M строим результирующую мат-

рицу *T  вида: 
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С помощью этой матрицы определяем величину 

, которая и будет определять минимальное об-
щее время выполнения неоднородных распределенных конкурирую-
щих процессов в асинхронном режиме на  процессорах. Оно 
совпадает со значением времени выполнения процессов в совмещен-
ной диаграмме Ганта (Рис.3). 

 
Рисунок 3. – Совмещенная диаграмма Ганта 
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Учитывая, что 

50),,,3(4845),,,9(   snpTdsnpT ас
н

sас
н , рассмотрим 

отрезок ]9,3[ . 
2. Методом деления отрезка ]9,3[  пополам находим 61 p  и 

строим по заданным n, s и полученному 61 p  результирующую мат-
рицу 1M  вида: 
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С помощью матрицы 1M  вычисляем величину 

45),,,6( 1  snpT асн . Так как 4845),,,6( 1  dsnpT асн  , то 
рассматриваем отрезок ]6,3[ . 

3. Методом деления отрезка ]6,3[  пополам находим 42 p , при-
чем в качестве 2p  берем величину, которая является наименьшим це-
лым полусуммы чисел 3 и 6. Далее, по заданным n, s и полученному 
значению 42 p  строим результирующую матрицу 2M  вида: 

С помощью матрицы 2M  вычисляем величину 

45),,,4( 2  snpT асн . Таким образом, директивное время 48d  вы-
полнения 3n  процессов реализуется при 42 p , так как 

45),,,4(48 2  snpTd ас
н  и не реализуется при 3p , так как 

50),,,3(48  snpTd ас
н . Следовательно, 4* p . 
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. 

Проведенные исследования позволяют давать практические ре-
комендации по оптимальной организации параллельных процессов, 
конкурирующих за использование общих программных ресурсов в 
различных режимах их взаимодействия применительно к многопро-
цессорным вычислительным системам и вычислительным комплек-
сам, что является отправной точкой для решения ряда практических 
задач при проектировании сетевых многопроцессорных вычислитель-
ных систем и вычислительных комплексов, вычислительных систем с 
технологией клиент–сервер и кластерного типа, при создании систем-
ного и прикладного программного обеспечения. Предложенные мето-
ды и математические модели позволяют решать проблемы эффектив-
ного отображения параллельных алгоритмов и соответствующих про-
граммных реализаций с учетом архитектурных особенностей МС и 
ВК, проблемы разработки и математического обоснования приемов 
ускорения вычислений на базе принципов распараллеливания, кон-
вейеризации. 
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