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Глава 1.6 ОПТИМАЛЬНОСТЬ МАСШТАБИРУЕМЫХ
РАСПРЕДЕЛЕННЫХ СИСТЕМ КОНКУРИРУЮЩИХ
ПРОЦЕССОВ

Масштабируемость  (scalability)  является одним из важнейших
требований к современным вычислительным системам, вычислитель-
ным комплексам, базам данных, маршрутизаторам и т.д. Она подра-
зумевает способность системы увеличивать свою производительность
при добавлении аппаратных и программных ресурсов. В настоящее
время вопросы  масштабирования находятся в поле зрения как разра-
ботчиков параллельных многопроцессорных систем (МС), так и рас-
пределенной среды метакомпьютинга  [1]  Общим свойством, обеспе-
чивающим возможность повышения производительности масштаби-
руемых вычислительных систем, является распределенность процес-
сов вычислений и данных с использованием принципов структуриро-
вания и конвейеризации [2]. Все это заставляет задуматься  над новы-
ми принципами организации вычислений и распределения ресурсов,
созданием эффективного аппаратного и программного обеспечения,
обеспечением однозначности результата выполнения программ, эф-
фективном планировании и распределении вычислительных процес-
сов [3].  В связи с этим особую актуальность приобретают задачи по-
строения и исследования математических моделей распределенных
вычислительных систем, поиска условий оптимальной организации
конкурирующих взаимодействующих вычислительных процессов при
распределенной обработке.

1. Математическая модель масштабируемой системы рас-
пределенных  вычислений. Конструктивными элементами для по-
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строения математической модели систем распределенных вычислений 
являются понятия процесса и программного ресурса. 

Процесс будем рассматривать как последовательность блоков 

(команд, процедур) sQ...,,Q,Q 21 , для выполнения которых исполь-
зуется множество процессоров (процессорных узлов, обрабатываю-
щих устройств, интеллектуальных клиентов). При этом процесс назы-
вается распределённым, если все блоки или часть из них обрабатыва-
ются разными процессорами. Для ускорения выполнения процессы 
могут обрабатываться параллельно, взаимодействуя путем обмена 
информацией. Такие процессы называются кооперативными или вза-
имодействующими процессами.  

Понятие ресурса используется для обозначения любых объектов 
вычислительной системы, которые могут быть использованы процес-
сами для своего выполнения. Реентерабельные (многократно исполь-
зуемые) ресурсы характеризуются возможностью одновременного ис-
пользования несколькими вычислительными процессами. Для парал-
лельных систем характерной является ситуация, когда одну и ту же 
последовательность блоков или ее часть необходимо процессорам вы-
полнять многократно, такую последовательность будем называть про-
граммным ресурсом (ПР), а множество соответствующих процессов – 
конкурирующими. 

Математическая модель масштабируемой распределенной си-
стемы взаимодействующих процессов включает в себя  p процессоров 

МС, n конкурирующих процессов, s  блоков  sQQQ ...,,, 21  струк-
турированного на блоки программного процесса, матрицу ][ ijp tT   

времен выполнения j–х блоков i–ми конкурирующими процессами. 
Указанные параметры изменяются в пределах 2p , 2n , 2s , 

ni 1 , sj 1 . Будем считать, что все n процессов используют од-
ну копию структурированного на блоки ПР, а на множестве блоков 
установлен линейный порядок их выполнения. Учитывая то, что об-
менные операции в параллельных распределенных системах происхо-
дят, как правило, значительно медленнее арифметических, введем в 
рассмотрение параметр 0 , характеризующий время (накладные 
расходы), затрачиваемые МС на организацию параллельного выпол-
нения блоков программного ресурса множеством распределенных 
конкурирующих процессов.  

Будем считать, что взаимодействие процессов вычислений, про-
цессоров и блоков  структурированного программного ресурса подчи-
нено следующим условиям: 1) ни один из блоков программного ре-
сурса  не может обрабатываться одновременно более чем одним про-
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цессором; 2) ни один из процессоров не может обрабатывать одно-
временно более одного блока; 3) обработка каждого блока осуществ-
ляется без прерываний; 4) распределение блоков программного ресур-
са по процессорам МС для каждого из процессов осуществляется цик-
лически по правилу: блок с номером ikpj  , sj ,1 , pi ,1 , 0k , 
распределяется на процессор с номером i. 

Кроме того, введем дополнительные условия, которые опреде-
ляют режимы взаимодействия процессов, процессоров и блоков ПР: 5) 
отсутствуют простои процессоров при условии готовности блоков, а 
также невыполнение блоков при наличии процессоров; 6) для каждого 
из n процессов момент завершения выполнения j–го блока на i–м про-
цессоре совпадает с моментом начала выполнения следующего (j+1)–
го блока на (i+1)–м процессоре, 1,1  pi , 1,1  sj ; 7) для каждого 
из блоков структурированного ПР момент завершения его выполне-
ния l–м процессом совпадает с моментом начала его выполнения  
(l+1)–м процессом на том же процессоре, 1,1  nl . 

Условия 1–5 определяют асинхронный режим взаимодействия 
процессоров, процессов и блоков, который предполагает отсутствие 
простоев процессоров  МС при условии готовности блоков, а также 
невыполнение блоков при наличии процессоров.  

Если к условиям 1–4 добавить условие 6, то получим первый 
синхронный режим, обеспечивающий непрерывное выполнение бло-
ков программного ресурса внутри каждого из вычислительных про-
цессов.  

Второй синхронный режим, определяемый условиями 1–4, 7, 
обеспечивает непрерывное выполнение каждого блока всеми процес-
сами. 

Определение 1. Масштабируемая система  n распределенных 
взаимодействующих конкурирующих процессов называется неодно-
родной, если времена выполнения блоков программного ресурса 

sQQQ ...,,, 21  зависят от объемов обрабатываемых данных и/или 
их структуры, т. е. разные для разных вычислительных процессов. 

Определение 2. Система взаимодействующих конкурирующих 
процессов называется одинаково распределенной, если времена jit  

выполнения блоков jQ , sj ,1 , программного ресурса каждым из i–х 

процессов вычислений совпадают и равны it  для всех ni ,1 , т. е. 

справедлива цепочка равенств isiii tttt  ...21  для всех ni ,1 . 
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2. Необходимые и достаточные условия эффективности оди-
наково распределенных масштабируемых систем. В [2,4,5] иссле-
дованы базовые асинхронный и два синхронных режима, возникаю-
щие при организации распределенных взаимодействующих процессов 
в условиях конкуренции за общий программный ресурс. Для вычис-
ления наименьшего общего времени выполнения множества конкури-
рующих неоднородных и одинаково распределенных процессов в 
рамках очерченных режимов получены различные математические 
соотношения. В [6] решена задача сравнительного анализа получен-
ных соотношений для класса одинаково распределенных процессов с 
учетом дополнительных накладных расходов . Доказано, что для 
одинаково распределенных систем конкурирующих процессов мини-
мальное общее время для всех трех базовых режимов в случае неогра-
ниченного параллелизма ( ) вычисляется по формуле: 

 

,)1(),,,( max


 tsTsnpT n   
 
а в случае ограниченного параллелизма ( ps  ) для вычисления 

минимального общего времени в асинхронном и втором синхронном 
режимах имеют место соотношения: 
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  – суммарное время выполнения каждого из блоков jQ  

всеми n  процессами с учетом накладных расходов  , 
i

ni
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1
max max , 

  ii tt , ni ,1 . 

Выделим в классе одинаково распределенных систем взаимо-
действующих конкурирующих процессов подкласс стационарных си-
стем. 

Определение 3. Одинаково распределенную масштабируемую 
систему конкурирующих процессов назовем стационарной, если вы-
полняется цепочка равенств tttt n  21 . 

Нетрудно показать, что в случае стационарной одинаково рас-
пределенной масштабируемой системы конкурирующих процессов 
минимальное общее время их выполнения при достаточном числе 

0

ps 
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процессоров МС ( ps  ) определяется равенством  tsnT )1(  , 

где   nTt n / , tnT n  . 
Определение 4. Одинаково распределенную систему конкури-

рующих взаимодействующих процессов будем называть эффектив-
ной при фиксированных 2, sp , если выполняется соотношение 

0),,,()(   snpTsTn n , где nsT  – время выполнения блоков 

jQ , sj ,1  всеми n процессами в последовательном режиме. 

При наличии двух эффективных одинаково распределенных 
масштабируемых систем взаимодействующих конкурирующих про-
цессов будем считать, что первая более эффективна, чем вторая, если 
величина )(n  первой системы не меньше соответствующей вели-
чины второй. Для введенного подмножества одинаково распределен-
ных систем справедливо следующее утверждение. 

Теорема 1. Для любой эффективной одинаково распределенной 
системы конкурирующих процессов при ps   и 0  существует бо-
лее эффективная стационарная одинаково распределенная система. 

Следующее утверждение устанавливает достаточное условие 
эффективности одинаково распределенной системы в случае неогра-
ниченного параллелизма. 

Теорема 2. Если параметры ,,, snp  одинаково распределенной 
масштабируемой системы взаимодействующих конкурирующих про-
цессов удовлетворяют соотношениям:  

 
ps 3 , 3 sn , )1(2  snns , i

ni
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1
0  , 

то такая система является эффективной. 
Ниже формулируется и доказывается необходимое и достаточ-

ное условие существования эффективной системы одинаково распре-
деленных конкурирующих процессов при достаточном числе процес-
соров в зависимости от величины накладных расходов  . 

Теорема 3. Для существования эффективной одинаково распре-
деленной масштабируемой системы конкурирующих взаимодейству-

ющих процессов с заданными параметрами ,3р  ps  , 0  и nТ  
необходимо и достаточно выполнение следующих условий: 
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где 
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 , [x] – наибольшее целое, не превосходящее 

x. 
Замечание. При 2 sp  одинаково распределенная масштаби-

руемая система конкурирующих процессов будет эффективной, если 

выполняется неравенство .
)1(
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3. Эффективность одинаково распределенных систем в 
условиях ограниченного параллелизма. 

Теорема 4. Если параметры одинаково распределенной системы 
3n  конкурирующих процессов в многопроцессорной системе с p  

процессорами удовлетворяют соотношениям 3s , 3 sn  и 

i
ni

t



1
min0  , то рассматриваемая система будет эффективной, если 

выполняются условия:  
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Ниже для асинхронного и второго синхронного режимов фор-

мулируется и доказывается необходимое и достаточное условие суще-
ствования эффективной системы одинаково распределенных конкури-
рующих процессов в случае ограниченного параллелизма в зависимо-
сти от величины накладных расходов  . 

Теорема  5. Для существования эффективной одинаково рас-
пределенной системы конкурирующих процессов с заданными пара-

метрами 3р , nТ , 0  необходимо и достаточно, чтобы выполня-
лись следующие условия: 
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где )1()1()1()(1  pkxxkxTpx n , а [x] – наибольшее целое, 

не превосходящее x; 
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2) при prkrkps  1,1, ,  
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4. Оптимальность одинаково распределенных систем конку-
рирующих процессов 

Определение 5. Эффективная одинаково распределенная систе-
ма называется оптимальной, если величина   достигает наибольше-
го значения. 

В силу теоремы 1 оптимальную одинаково распределенную си-
стему следует искать среди стационарных одинаково распределенных 
систем. Тогда имеем:  

.)1()/11()1()(   snnTsps n  
 
Введем функцию действительного аргумента x  вида: 
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x
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Решение задачи об оптимальности одинаково распределенной 
системы, состоящей из n конкурирующих процессов, для достаточно-
го числа процессоров для всех трех базовых режимов следует из тео-
ремы. 

Теорема 6. Для того, чтобы эффективная одинаково распреде-
ленная система конкурирующих процессов была оптимальной при  

заданных ps 2 , 0, nT , необходимо и достаточно, чтобы она 
была стационарной и число процессов 0n  в системе равнялось одному 
из чисел 
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в котором функция )(x  достигает наибольшего значения. 
Здесь ][x  означает наибольшее целое, не превосходящее x , n  – за-
данное число. 

Теорема 7. Для того, чтобы эффективная одинаково распреде-
ленная система конкурирующих процессов в случае ограниченного 
параллелизма в асинхронном и втором синхронном режимах была оп-

тимальной при  заданных 0,,2  nTp , необходимо и достаточ-
но, чтобы она была стационарной и число процессов 0n  в системе 
равнялось одному из чисел: 
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в котором функция )(x  достигает наибольшего значения, где 
[x] –наибольшее целое, не превосходящее x, n – заданное число. 

Полученные условия эффективности и оптимальности одинако-
во распределенных масштабируемых систем конкурирующих взаимо-
действующих процессов имеют многочисленные области применения. 
В частности, они могут быть использованы при проектировании си-
стемного и прикладного программного обеспечения, ориентированно-
го на масштабируемые многопроцессорные системы, вычислительные 
сети, а также при решении проблем оптимального использования вы-
числительных ресурсов. Полученные формулы также служат основой 
для решения задач оптимизации числа блоков при заданных осталь-
ных параметрах МС, нахождения оптимального числа процессоров 
при заданных объемах вычислений и (или) директивных сроках реа-
лизации вычислительных процессов, исследования всевозможных 
смешанных режимов организации выполнения параллельных процес-
сов при распределенной обработке, в том числе с учетом ограничен-
ного числа копий структурированного программного ресурса. 
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