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КИБЕРНЕТИКА

Ю.В. КАПИТОНОВА, Н.С. КОВАЛЕНКО, П.А. ПАВЛОВ

удк 681.306:519 ОПТИМАЛЬНОСТЬ СИСТЕМ ОДИНАКОВО 
РАСПРЕДЕЛЕННЫХ КОНКУРИРУЮЩИХ 
ПРОЦЕССОВ

Ключевые слова: система конкурирующих процессов, распределенная обра­
ботка, критерии оптимальности и эффективности.

Оптимальное распределение вычислительных ресурсов многопроцессорных 
систем (МС), базирующихся на принципах распараллеливания и конвейе­
ризации, — одна из центральных проблем при создании эффективного 
системного и прикладного программного обеспечения [1, 2]. Важное место 
в ее решении занимают задачи оптимальной организации конкурирующих 
процессов, использующих общие программные ресурсы. От решения этих 
проблем зависит не только эффективность использования МС, но и предо­
ставляемые ими возможности решения в реальное время сложных задач из 
различных областей знаний.

Следует отметить, что в решении проблем оптимальной организации 
конкурирующих процессов наибольшее развитие получили математические 
модели, базирующиеся на сосредоточенной обработке [2]. В настоящее время 
возрастет роль МС на базе распределенной обработки [3-5]. В этой связи 
особо актуальны задачи построения и исследования математических моделей 
оптимальной организации конкурирующих процессов при распределенной 
обработке.

Как ив [5], математическая модель распределенной обработки конку­
рирующих процессов включает следующие параметры: р, р > 2, — число 
процессоров многопроцессорной системы; п, п > 2, — число конкурирующих 
процессов; s, s > 2, — число блоков Qj, y=l,s, структурированного про­
граммного ресурса (ПР); [Z;y], i= 1,п, j = l,s, — матрица времен выпол­
нения блоков конкурирующими процессами. Предполагается, что все п 
процессов используют одну копию структурированного на блоки ПР.

Введем в рассмотрение параметр є > 0, характеризующий время допол­
нительных системных расходов организации параллельного использования 
блоков ПР множеством распределенных конкурирующих процессов.

В данной работе рассматриваются необходимые условия и критерии эф­
фективности и оптимальности систем одинаково распределенных конкурирую­
щих процессов с учетом накладных расходов по времени их реализации.

© Ю.В. Капитонова, Н.С. Коваленко, П.А Павлов, 2005
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1. ВРЕМЯ РЕАЛИЗАЦИИ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ КОНКУРИРУЮЩИХ ПРОЦЕССОВ

Определение 1. Систему конкурирующих процессов назовем одинаково рас­
пределенной, если времена выполнения всех блоков Qj, j — 1, s, ПР каждым 
из 1-х процессов, і: = 1, п, равны между собой, т.е.

Z11 = Z12 = • • • = zis ~

Ґ21 = *22 = • • ■ = *2s = *2>

^nl ~ ^п2 ~ ~ ^ns *и>

где (Z'i, Z'2, . • . , t'n) — времена выполнения каждого блока Qy, у= l,s, 
всеми п процессами.

Определение 2. Одинаково распределенную систему конкурирующих 
процессов назовем стационарной, если Zj = Z2 = • • ■ = t'n= t.

В [5 ] показано, что для одинаково распределенной системы конкури­
рующих процессов в асинхронном и втором синхронном режимах для вы­
числения минимального общего времени имеют место формулы

ГТ> — ГТ1 —
1 ор У ор“ *

Тп + (S - l)z"ax при S « р или s > р, но Тп pz”ax;

кТп + (р - l)Zm"ax при s = кр, к > 1, Тп > pt^

(к+ l)Tn+(r — l)t"ax при s= кр+г, к> 1, l^r<p, Тп> pt“ax.

п
Здесь Тп = Z- — суммарное время выполнения каждого из блоков Qy 

i = l
,Пп процессами, Zmax = max Z’-.

і < і < п
Для первого синхронного режима, который обеспечивает непрерывное 

выполнение блоков ПР внутри каждого из процессов, минимальное общее 
время выполнения заданных объемов вычислений в МС определяется соот­
ношениями:

п

Т =ор

Здесь

О *k+2 max{z-_j- z;,0} 
1 = 2

^ор(Р- ”, Р) _ (к - 1 )min {си}, а>2} при s = кр, к> 1;

^ор(р>”, Р) + тор(Р’ ”, г) - - ^minfcyj, ш2} - min{£j, £2},

при s — кр + г, к>1,1^г<р.

, п

Тп + (S - при s *£ р;

гор(Р, п, р) = Тп + (р - 1) t'n+ 2 max{Z-_!- Zj, 0} , 
z = 2

= (Р - l)min{zj , t'n}, w2 = T°p(p, n,p)~ p max Z- , 
г 1 < 1 < 4, n

Top(p, n, r) = Tn + (r - 1) t'n+ 2 max{z;_j- Zj, 0} ,

(1)

(2)

п

1 = 2

= (r - l)min{Z{, t'n} + (p - r)t'n,

h = T’opCP, P) - тах(^р(р, j, p) - T* (p, i, r) + rzj).
1 < і < n
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При этом Тдр(р, і, р) и Т^р, і, г) находятся из (1) и (2) заменой п на і 
соответственно.

Для систем одинаково распределенных конкурирующих процессов ми­
нимальное общее время их выполнения с учетом накладных расходов 
є > 0 при 5 ss р в асинхронном и втором синхронном режимах определяется 
по формуле

Т(р, п, S, е) = Т™(р, п, S, £) = Т02р(р, п, S, Е) = Т£п + (5 - 1)^ах> <3)

п
гДе Тг = 2 Zmax = max 'Л (і£ = А + £-

і = 1 1 5 і < Л

В случае стационарной одинаково распределенной системы конкуриру­
ющих процессов минимальное общее время их выполнения с учетом допол­
нительных системных расходов є для всех трех базовых режимов определяется 
по формулам

Т * Е

(п + s — 1)/£, р > min{n, s}; 
(Ли + р — 1)/£, р < min{n, s}, 
((к + l)n + г - V)te, р < min{n, s},

s = кр, к > 1; (4)
s = кр + г, к > 1, 1 г < р.

Здесь tc = Tn / п + е, Тп = nt. В (3), (4) явно учитывается параметр е.

2. ЭФФЕКТИВНОСТЬ И ОПТИМАЛЬНОСТЬ СИСТЕМ КОНКУРИРУЮЩИХ 
ПРОЦЕССОВ ПРИ ДОСТАТОЧНОМ ЧИСЛЕ ПРОЦЕССОРОВ

Определение 3. Одинаково распределенную систему конкурирующих про­
цессов назовем эффективной при фиксированных р, s > 2, если величина 
Д£(п) = sTn — Т(р, п, s, е) > 0, где sTп — время выполнения s блоков всеми 
п процессами в последовательном режиме.

Определение 4. Эффективная одинаково распределенная система назы­
вается оптимальной, если величина Д£(м) достигает наибольшего значения.

Покажем, что оптимальную одинаково распределенную систему доста­
точно искать среди эффективных одинаково распределенных систем.

Теорема 1. Для любой эффективной одинаково распределенной системы 
конкурирующих процессов при s р и £ > 0 существует стационарная более 
эффективная одинаково распределенная система.

Доказательство. Согласно определению 3 условие эффективности оди­
наково распределенной системы конкурирующих процессов имеет вид

Д£(и) = (s — 1)(7П - /тлах) - (п + 5 - 1)£ > 0 (5)

или
Д£(п) = ($ - 1)(ТЛ - I) - (п + 5 - 1)£ > 0, где t — Tnln^ (6)

в случае стационарной одинаково распределенной системы.
Покажем, что Д£(м) > Д£(и). Для этого рассмотрим разность 

Д£(и) - Д£(п) = (s - l)(zmax “ 0- Случай, когда Д£(п) - Д(п) « 0, имеет место 

только тогда, когда Z^ax « t. Последнее невозможно, поскольку из того, что 
одинаково распределенная система нестационарна, следовало бы

ISSN 0023-1274. Кибернетика и системный анализ, 2005, № 6 5



п п
£z;. < nt=Tn, а по условию '^t'i = Tn. Получили противоречие 

: = 1 1=1

Тп < Тп, что и доказывает теорему.
Теорема 2. Для того чтобы эффективная одинаково распределенная 

система конкурирующих процессов при s р была оптимальной, необходимо 
и достаточно, чтобы она была стационарной.

Теорема 2 следует из теоремы 1 и определения 4.
Теорема 3. Одинаково распределенная система п > 3 конкурирующих 

процессов в МС с р > 3 процессорами будет эффективной при п = s * 3, 
s ss р и е min (• тогда и только тогда, когда выполняется условие 

1 < і < п
sn > 2(п + s — 1).

Доказательство теоремы основывается на анализе следующих неравенств. 
Согласно (5) условие эффективности равносильно неравенству

ГГ> fl jfl t
■* ~ эпах > ft + S - 1

є " s — 1

В силу условия теоремы є «s min /' имеет место неравенство
1 < і < п

rrt fl , fl
* ~~ чпах

є

Кроме того, условие теоремы sn 2(п + s - 1) равносильно неравенству

Сформулируем необходимые и достаточные условия (критерии) суще­
ствования эффективной системы одинаково распределенных конкурирующих 
процессов при достаточном s р числе процессоров в зависимости от вели­
чины накладных расходов є > 0.

Теорема 4. Для существования эффективной одинаково распределенной 
системы конкурирующих процессов при заданных р > 3, Тп, е>0 при 
s р необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:

■/>(1 + Vs),
£

если Vs целое;

тах{</>(1 + [V? ]), f (2 + [Vs ])}, если Vs нецелое.

„ . . (s- ї)Тп(х- 1)Здесь <р(х) = Л—- 7 7
х(х + s - 1) [х ] — наибольшее целое, не превосхо­

дящее X.
Доказательство. Необходимость следует из определения 3 и теоремы 1. 

Действительно, в силу формулы (6) условие эффективности имеет вид

Д£(п) = sTn - Tf: = (s - l)(Tn - t) - (n + s - 1)£ > 0,

что равносильно следующему неравенству:

(s- 1)Тп(и- 1) 
п(п + s - 1) (7)

Введя функцию <р(х) = (s - 1)Тп(х - 1) / х(х + s - 1), х > 0, легко по­
казать, что она достигает максимума при х = 1 + Vs.
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Выбрав п = х = 1 + Vs, если Vs целое, или n = xG{l + [Vs], 
2+ [Vs]}, если Vs нецелое, получим эффективную систему одинаково рас­
пределенных процессов, что и доказывает необходимость.

Достаточность следует из (7), поскольку <р(х) достигает наибольшего 
значения при п = х = 1 + Vs, если Vs целое, или при п = х Є {1 + [Vs ], 
2 + [Vs ]}, если Vs нецелое.

Замечание. При р = s = 2 одинаково распределенная система конкури-
, , ерующих процессов будет эффективной, если отношение —~ и - 1 

п(п + 1)

На рис. 1 изображен график функции у = <р(х), х > 0, при фиксированных

s = 50, Тп = 7, е = 5. Существование эффективной одинаково распределенной 
системы конкурирующих процессов определяется областью Q. Все целочислен­
ные точки отрезка Q являются значениями п, при которых система эффективна, 
при этом X] = 1 + [Vs ] = 8, х* = 1 + Vs, х2 = 2 + [Vs ] = 9.

Рис. 1

Решение задачи об оптимальности одинаково распределенной системы, 
состоящей из п конкурирующих процессов, для достаточного числа процес­
соров следует из теоремы.

Теорема 5. Для того чтобы эффективная одинаково распределенная 
система конкурирующих процессов была оптимальной при s р и за­

данных р > 2, Тп, £ > 0, необходимо и достаточно, чтобы она была 
стационарной и число процессов п в системе равнялось тому из чисел 

V (s — 1)7П 
£ + 1, в котором функция Д£(х) достигает

наибольшего значения. Здесь [х ] — наибольшее целое, не превосхо­
дящее х.

Доказательство. В силу теоремы 2 оптимальную одинаково распреде­
ленную систему следует искать среди класса стационарных. Тогда очевидно, 
что Д£(п) = (s - 1)7 П(1 - 1/л) - (л + s - 1)£.

Необходимость. Введем функцию действительного аргумента х вида

Д£(х) = (S - 1)7 "(1 - 1/х) - (х + S - 1)£, X > 1.
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Согласно определению 4 одинаково распределенная система будет оп­
тимальной в той точке х, где Д£(х) достигает своего наибольшего значения.

1/(5- 1)ТП _ „
Покажем, что это возможно в точке х = V -------- ---- • Действительно,

Д£(х) = _ £> д-'(х) = - 2 Т < 0, так как s > 2, х > 0.
Xі X

Следовательно, функция Д£(х)

Д'£(х) = 0, т.е. х* Є
достигается наибольшее значение

n = [х*]+ 1. Итак, в качестве
\/ (s - 1)Тп \/ (« - 1)Т"

становится максимальной в точке, где

Целочисленными точками, в которых 

функции Д£(х), будут п= [х*] или 

п можно выбрать одно из чисел

і- 1, в которых функция Д£(х) принимает

наибольшее значение. _
Достаточность следует из свойств выпуклости функции Д£(х) при 

5 « р на отрезке [2, п].

3. КРИТЕРИИ ЭФФЕКТИВНОСТИ СИСТЕМ ОДИНАКОВО РАСПРЕДЕЛЕННЫХ 
КОНКУРИРУЮЩИХ ПРОЦЕССОВ ПРИ ОГРАНИЧЕННОМ ЧИСЛЕ ПРОЦЕССОРОВ

Сформулируем необходимые и достаточные условия (критерии) эффектив­
ности и оптимальности одинаково распределенных систем конкурирующих 
процессов в случае, когда число процессоров ограничено.

В разд. 1 показано, что с учетом параметра є > 0, характеризующего 
время дополнительных системных расходов на организацию параллельного 
использования блоков множеством распределенных конкурирующих процес­
сов, для вычисления минимального общего времени Т(р, П, S, є) в асинхрон­
ном и втором синхронном режимах для класса одинаково распределенных 
конкурирующих процессов имеют место формулы

T(p,n,s,e) =
кТп+(р - V)t£ax при

(k + l)7’n+(r- 1)("ах при

s = kp, к >1, Tn>pt*ax-

s=kp+г, £>1, 1<г<р, Т">р("ах,

п 
где Тп = t'l — суммарное время выполнения каждого из блоков Q.

' =1 
п процессами, t£ax = max t’t.

1 < і < п
Имеет место теорема.
Теорема 6. Если р, п, s > 3, n = s#3, и е js min Z-, то одинаково рас- 

1 < і < п ■
пределенная система п конкурирующих процессов в многопроцессорной си­
стеме с р процессорами эффективна тогда и только тогда, когда выполняются 
следующие условия:

sn
2(кп + р — 1), если s = кр, к > 1;

2((£ + l)n + г — 1), если s = кр + г, к 1, 1 г < р .
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Доказательство. 1. Для случая s = kp, к > 1, условие эффективности 
равносильно неравенству

(s - к)Тп - (р - l)t" х
----------------- -- ----- > кп + р - 1.є

Согласно условию теоремы е min ґ'- имеет место неравенство
1 < і < п

(S~k)Tn-(p-l)t^ 
є > (s - к)п - р + 1.

Из этих неравенств следует sn > 2(кп + р — 1).
2. В случае, когда s = кр + г, к > 1, 1 г < р, имеют место такие не­

равенства:

(5-Л-1)Гп-(г-1)ґ"ах
Є > (k + l)n 4- г — 1,

(s-к- 1)T"- (г- 1Д"
------------- е ------ > (S - к - 1)п - г + 1,

откуда sn > 2((к + l)n + г - 1).
Сформулируем и докажем критерии существования эффективной сис­

темы одинаково распределенных конкурирующих процессов в зависимости 
от величины накладных расходов е > 0 в случае, когда число процессоров 
ограничено.

Теорема 7. Для существования эффективной одинаково распределенной 
системы конкурирующих процессов при заданных р > 2, Тп, е > 0 необхо­
димо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия.

1. При s = кр имеем к > 1,

если

если

1 + Vp 
—;----  целое;к 

1 + Гр
---- ----- нецелое, к

где р](х) = (р — \)Тп(кх — 1) / х(кх + р — 1), а [х] — наибольшее целое, 
не превосходящее х.

2. При s = кр + г, к~» 1, 1 г < р, имеем

У’гО), если х целое;

шах{^>2([■*]), y’zU*] + 1)}’ если х нецелое,

где Ф (X} = «Р-1)*х + (г-1)(х-1)]Тп 
™ ) х[(Л + 1)х + г — 1 ] [х] — наибольшее целое, не

превосходящее X, X =
г - 1 (і . Vi , (р - 1)^ + Г - 1 

(р- 1)* + г- ц1 v к+ 1
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Доказательство. В силу (4) условие эффективности при s = кр, к > 1, 

будет иметь вид Д£(п) = (р - \)(кТп - t) - (кп + р - 1)е > 0, что равносильно 

(р- 1)Тп(кп- 1) 
неравенству є п(Лл + р - 1) “ ’

Функция <р1 (х) = (р - 1)Тп(Лх - 1) / х(кх + р - 1), х > 0, достигает мак- 
1 + Vp 

симума при х = ——

пределенной системы при 5 = кр, к > 1, число процессов должно 
1 + Vp 1 + Vp _— --------- , если --------------- целое, и п = X Єк к

1 + Vp если ---- ;----  нецелое.к
В случае s = кр + г, к 1, 1 < г < р, условие эффективности 

вид

■ Следовательно, для эффективной одинаково рас- 

быть

+ 1 ,
’1 + Sp 1 + Vp

к 1 кп = X =

имеет

[(р - 1)Ап + (г - l)(n - 1)
£" п[(к+ 1)и + г- 1]

Введя функцию <Р2ІХ)= [(р ~ 1)&*+ (r~ 1)(х— 1) П/х [(£ + 1)х+ г— 1 ], 
х > 0, можно показать, что она достигает максимума при

х =___ ______ [l+y/1 + (p^)k±L-{ ]
(р- 1)£ + г- Ц v к+ 1 )■

Следовательно, одинаково распределенная система эффективна, если 
число процессов в ней п = х, если х целое, и п = X Є {[х ], [х] + 1}, если 
х нецелое.

Достаточность доказывается аналогично, как и в теореме 4.
Полученные критерии эффективности и оптимальности систем одинаково 

распределенных конкурирующих процессов могут использоваться при проекти­
ровании системного и прикладного программного обеспечения для МС и сетей 
при решении проблем оптимального использования вычислительных ресурсов.
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