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Н. С. КОВАЛЕНКО, П. А. ПАВЛОВ

СИСТЕМЫ ОДИНАКОВО-РАСПРЕДЕЛЕННЫХ КОНКУРИРУЮЩИХ ПРОЦЕССОВ 
В УСЛОВИЯХ ОГРАНИЧЕННОГО ПАРАЛЛЕЛИЗМА И ИХ ОПТИМАЛЬНОСТЬ

(Представлено академиком И. В. Гайгиуном)

Белорусский государственный экономический университет Поступило 17.10.2005

Введение. В связи с широким распространением принципов распределенной обработки па
раллельных процессов актуальными являются проблемы построения и исследования математи
ческих моделей этого вида параллелизма, изучения режимов взаимодействия процессов в мно
гопроцессорных системах, комплексах и сетях ЭВМ. Данное сообщение является продолжением 
работы [1], в которой решены задачи сравнительного анализа времен реализации множества 
одинаково-распределенных процессов в асинхронном и двух синхронных режимах с учетом 
дополнительных системных расходов, сформулированы и доказаны необходимые и доста
точные условия эффективности таких систем конкурирующих процессов в условиях достаточ
ного параллелизма.

В настоящей работе сформулированы и доказаны математические критерии существования 
эффективных систем конкурирующих процессов в условиях ограниченного параллелизма, полу
чены необходимые и достаточные условия оптимальности таких систем.

1. Математическая модель распределенной обработки конкурирующих процессов. Как 
и в [1] математическая модель распределенной обработки конкурирующих процессов включает 
в себя р, р > 2, процессоров многопроцессорной системы, п, п>2, конкурирующих процес

сов, 5 , s > 2, блоков структурированного на блоки программного ресурса, матрицу [^ ], і = \,п, 

j -\,s, времен выполнения блоков программного ресурса конкурирующими процессами. Вве
дем в рассмотрение параметр е > 0, характеризующий время, затрачиваемое многопроцессорной 
системой (накладные расходы) на организацию параллельного использования блоков программ
ного ресурса множеством распределенных конкурирующих процессов. Предполагается, что все 
п процессов используют одну копию структурированного на блоки программного ресурса.

Определение 1. Систему конкурирующих процессов будем называть одинаково- 
распределенной, если времена ty выполнения блоков Q,, j = 1, s, программного ресурса каж

дым из і -х процессов совпадают и равны t, для всех і = 1, п , т. е. справедлива цепочка равенств 

/;1 = /,2 = ~ hs ~ Ч ДО» всех z - •
п

Обозначим Тп = суммарное время выполнения каждого из блоков Qj всеми п процес
ії

сами.
2. Эффективность систем одинаково-распределенных конкурирующих процессов в ус

ловиях ограниченного параллелизма. В [2, 3] введены и исследованы базовые асинхронный 
и второй синхронный режимы, возникающие при организации распределенных процессов в ус
ловиях конкуренции за общий программный ресурс. Для вычисления наименьшего общего вре
мени выполнения множества конкурирующих неоднородных, однородных и одинаково- 
распределенных процессов в рамках этих режимов получены различные математические соот-
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ношения. С учетом параметра є > 0, характеризующего время дополнительных системных рас
ходов на организацию параллельного использования блоков множеством распределенных кон
курирующих процессов, для вычисления минимального общего времени в асинхронном и вто
ром синхронном режимах для класса одинаково-распределенных конкурирующих процессов 
в случае, когда число процессоров является ограниченным, т. е. s > р , имеют место формулы:

T(p,n,s,z)
. ^Е"+(/’-1Утах,
'(Ar + W+Cr-l)/^,

при s = kp, k > 1,

при s = kp + r, k > 1, 1- < r < p,
(1)

n
где ~ суммарное время выполнения каждого из блоков Qj всеми п процессами с уче-

1=1

том накладных расходов є, Z^ax = max tf, tf-tj+s.
1 < і < п

Определение 2. Одинаково-распределенную систему конкурирующих процессов бу
дем называть эффективной при фиксированных р, s > 2, если выполняется соотношение 

\z(n) = sTn -T(p,n,s,s)>0, где sTn - время выполнения блоков Qj, j = 1, 5, всеми п про

цессами в последовательном режиме.
При наличии двух эффективных одинаково-распределенных систем конкурирующих про

цессов будем считать, что первая более эффективна, чем вторая, если величина Де(и) первой 
системы не меньше соответствующей величины второй. Следующее утверждение устанавливает 
достаточное условие эффективности одинаково-распределенной системы конкурирующих про
цессов в условиях ограниченного числа процессоров для асинхронного и второго синхронного 
режимов.

Теорема 1. Если параметры одинаково-распределенной системы и > 3 конкурирующих 
процессов в многопроцессорной системе с р процессорами удовлетворяют соотношениям 
s>3, n = s^3 и 0 < є < min Z(, то рассматриваемая система будет эффективной, если выпол- 

\<1<п 

няются условия

8П>'
2(kn + р-1),
2((k + 1)и + г -1),

если s — kp, k > 1, 

если s -кр + г, к>1, 1<г < р.

Доказательство. Для случая s-kp, к>1, условие эффективности с учетом (1) рав
носильно неравенству

(5 -к)Тп -(р- 1)Z«ах > (кп + р - 1)є, где Z"ax = max tf..
1 < І < И

В силу того, что 0 < є < min Zz, имеем

(s-k)Tn -(p-l)t" . .
-------  -------——>(s- k)n ~(p-l)>kn + p-1.

e

Из последней цепочки неравенств следует, что sn > 2(кп + р -1).

Случай, когда s = kp + г, к>1, 1<г<р, доказывается аналогично.

Определение 3. Одинаково распределенная система конкурирующих процессов назы
вается стационарной, если выполняется цепочка равенств Zj -t2 = • • • - tn = t.

Ниже для асинхронного и второго синхронного режимов формулируется и доказывается не
обходимое и достаточное условие существования эффективной системы одинаково-распределенных 
конкурирующих процессов в случае ограниченного параллелизма в зависимости от величины 
накладных расходов є.
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Теорема 2. Для существования эффективной одинаково распределенной системы кон
курирующих процессов с заданными параметрами р>3, Тп, є>0 необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись следующие условия:

l)npus = kp, k>\,s<'

если — целое,

- нецелое,

где (щ(х) = (р-1')Тп(кх-ї)/х(кх + р-Г), а [х] - наибольшее целое, не превосходящее х;

2) при s = kp + r, к>\, 1 < г < р, s < ■
ф2(х), если х — целое,

тах{ср2([х]), ФгСМ + ОЪ если х ~ нецелое,

где ф2(х) =----------- г-------------------1------- , М - наибольшее целое, не превосходящее х,
х [(А + 1)х + г -1]

где х =
(р - 1)А + г -1 V £ + 1 ?

Доказательство. В случае стационарной одинаково-распределенной системы конку
рирующих процессов в асинхронном и втором синхронном режимах минимальное общее время 
ТЕ с учетом параметра є > 0 определяется равенством

(кп + p-V)tE, при s = кр, к > 1,
(2)

((А + 1)л + (г-1))ґє, при s~kp + r, к>\, \<г<р,

где te = Тп Iп + г, Тп = nt.
Условие эффективности одинаково-распределенной системы конкурирующих процессов с 

учетом (2) в случае s = kp, к > 1 .определяется соотношением

= кр) = (р-\ДкТп -f)-(kn + р-1)є>0,

которое равносильно выполнению неравенства

(p-Y)Tn(kn-Y)
п(кп + р-1)

max <

Введем в рассмотрение функцию ф і (х) = (р - 1)Г " (Ах -1) / х(Ах + 5 -1), которая при х > О

достигает своего максимума в точке х =---- -—.
к

В случае s-kp + r, к>1, 1 < г < р, условие эффективности одинаково-распределенной сис
темы конкурирующих процессов с учетом (2) определяется неравенством

A!;(s = Ар + г) = (р - IjAT" +(г-1)(Р” -ґ)-((А + 1)и + г-1)є>0 ,

с учетом, что t = Tn/n, это равносильно

<[(р-1>А + (г-1)(и-1)]7"
[(А + 1)и + г - 1]и
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достигает своего максимума в точке

(/?-1)Аг +г-1 
Л + 1

. Теорема доказана.

При х>0 функция ф2(*) =------- 7—- --------- - ---------
[(к + 1)х + г - 1]х

г -1
X = (^-l)A + r-l4

3. Оптимальность одинаково-распределенных систем конкурирующих процессов.
Определение 4. Эффективная одинаково-распределенная система называется опти

мальной, если величина Ае достигает наибольшего значения.
В [1] показано, что оптимальную одинаково-распределенную систему достаточно искать сре

ди эффективных одинаково-распределенных систем. Решение задач об оптимальности одинако
во-распределенной системы, состоящей из п конкурирующих процессов, в случае достаточного 
числа процессоров для трех базовых режимов и для асинхронного и второго синхронного режи
мов в случае ограниченного параллелизма следует из следующих теорем.

Теорема 3. Для того чтобы эффективная одинаково-распределенная система конкури
рующих процессов была оптимальной при заданных 2<s <р, Тп, є > О, необходимо и доста
точно, чтобы она была стационарной и число процессов п в системе равнялось одному из чисел

Г) [2, п\,
/(5-1)7" /(5 — 1)7”

+ 1
... 1 Е ]’ V є

в котором функция АЕ(х) достигает наибольшего значения. Здесь [х] означает наибольшее 
целое, не превосходящее х, п - заданное число.

Доказательство. В[1] показано, что оптимальную одинаково-распределенную сис
тему следует искать среди стационарных. Тогда условие эффективности для стационарной оди
наково-распределенной системы запишем в виде

А е (з < р) = (5 - 1)7 " (1 -1 / п) - (и + s - 1)є.

Необходимость. Введем функцию действительного аргумента х вида

Де(х) = (5-1)Т"(1-1/х)-(х + 5-1)е, Х>1.

Согласно определению 4 одинаково-распределенная система будет оптимальной в той точке 
х, где Ае(х) достигает своего наибольшего значения. Покажем, что функция АЕ(х) достигает

_ (5-1)7" „ „
своего наибольшего значения в точке х -,------------ . Действительно,

V є 

—" 2Tn(s-l) 
-є, Ае(х) =--------- -—-< 0, так как s > 2, х>0.

х3Y-Z

Следовательно, функция АЕ(х) достигает максимума в точке, где А6(х) = 0, т. е.
(g-iypn

x* =J------------ . Целочисленными точками, в которых достигается наибольшее значение функции
V є

Ае(х), будут п0 =[х*] или п0 = [х*] + 1. Следовательно, в качестве п0 можно выбрать одно из

чисел
(5-1)7" 

є
(5-1)7"

Є
+1, в которых функция АЕ(х) принимает наибольшее значение.

Если же окажется, что ни одна из точек
(5-1)7" 

є
(з-\)Тп 

є
+1, в которой функция

А6(х) принимает наибольшее значение не принадлежит [2, л], то в качестве оптимальной выби
раем одинаково-распределенную систему с числом процессов п0 = п.
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В силу неотрицательности второй производной, исследуемая функция выпукла. Следова
тельно, точка максимума всегда существует, а значит и существует эффективная одинаково- 
распределенная система конкурирующих процессов в случае, когда п -> оо.

Достаточность следует из свойств выпуклости функции А£(х) при 5 < р на отрезке [2, п].
Теорема 4. Для того чтобы эффективная одинаково-распределенная система конкури

рующих процессов в случае ограниченного параллелизма в асинхронном и втором синхронном 
режимах была оптимальной при заданных р~^2, Тп, є> 0, необходимо и достаточно, чтобы 
она была стационарной и число процессов п в системе равнялось одному из чисел:

П [2,п], при /?<тіп{«,5}, s = kp, k>\,

l(r-l)Tn l(r-l)Tn
+ 1

\ (к + 1)є
5

\ (Л + 1)є
А [2,и], при /><min{n,s}, s-kp + r, k>\, \<r<p, 

в котором функция A6(x) достигает наибольшего значения, где [х] — наибольшее целое, не 
превосходящее х.

Доказательство теоремы проводится аналогично теореме 3. Для первого случая функция 
действительного аргумента х будет иметь вид

— (п~ 1)7’”А Е (х) = (5 _ 1)Т п _ ю1------ (Ах + р — l)s,
X

а для случая 2

_ (г-ї)Тп
&Дх) = (8-к-1)Тп- ±----- (к + 1)хе - (г - 1)е.X

Заключение. Полученные условия эффективности и оптимальности одинаково-распреде
ленных систем конкурирующих процессов имеют многочисленные области применения. В част
ности, они могут быть использованы при проектировании системного и прикладного программ
ного обеспечения, ориентированного на многопроцессорные системы и вычислительные сети, 
а также при решении проблем оптимального использования вычислительных ресурсов.
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KOVALENKO N. S„ PAVLOV Р. А.

EFFICIENCY AND OPTIMALITY OF IDENTICALY-DISTRIBUTED SYSTEMS 
OF COMPETING PROCESSES IN THE CONDITIONS OF LIMITED PARALLELISM

Summary

Efficiency and optimality of identically distributed systems of competing processes in conditions of limited parallelism are 
obtained.


