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УДК 681.3.06:519

Н. С. КОВАЛЕНКО, П. А. ПАВЛОВ

ЭФФЕКТИВНОСТЬ СИСТЕМ КОНКУРИРУЮЩИХ ПРОЦЕССОВ 
С УЧЕТОМ НАКЛАДНЫХ РАСХОДОВ

Белорусский государственный экономический университет Поступило 28.04.2005

В настоящее время в различных областях практической деятельности возникают задачи, 
связанные с обработкой больших объемов информации и допускающие распараллеливание. 
При решении таких задач используются десятки, сотни и тысячи процессоров. Указанные 
задачи возникают в технологиях клиент-сервер, при эффективной организации работы се­
ти Internet и Word Wide Web. Для решения этих задач используются многопроцессорные 
рабочие станции, кластерные вычислительные системы и комплексы, использующие рас­
пределенные вычисления при ограниченности ресурсов. Необходимость эффективной ор­
ганизации данных вычислений привело к росту распределенного программирования, суть 
которого состоит во взаимодействии процессов путем передачи сообщений [1, 2]. В связи 
с этим особую актуальность приобретают задачи построения и исследования математиче­
ских моделей оптимальной организации конкурирующих процессов при распределенной 
обработке.

1. Математическая модель распределенной обработки конкурирующих процессов. Как и в 
[2] математическая модель распределенной обработки конкурирующих процессов включает в 
себя р процессоров многопроцессорной системы (МС), п конкурирующих процессов, s бло­
ков структурированного на блоки программного ресурса (ПР), матрицу [/;у] времен выполне­
ния у-х блоков 1-ми конкурирующими процессами. Указанные параметры варьируются в 
пределах р > 2, s > 2, 1 < і < п и 1 < j < s. Введем в рассмотрение параметр є > 0, характери­
зующий время, затрачиваемое МС (накладные расходы) на организацию параллельного ис­
пользования блоков программного ресурса множеством распределенных конкурирующих 
процессов. Предполагается, что все п процессов используют одну копию структурированно­
го на блоки ПР. В дальнейшем будем говорить, что перечисленные объекты математической 
модели образуют систему конкурирующих процессов.

Определение 1. Систему конкурирующих процессов будем называть одинаково 
распределенной, если времена ty выполнения блоков Qj, j = 1,5, программного ресурса каж­
дым из 1-х процессов совпадают и равны г, для всех і = \,п, т. е. справедлива цепочка ра­
венств tj\ = t/2= ... = tis = tj для всех і = 1,п.

Обозначим Т” = ХС суммарное время выполнения каждого из блоков Q всеми п про- 
/=1

цессами и назовем набор параметров (fj, t2,..., t„, Тп) данной системы конкурирующих про­
цессов характеристическим.

2. Анализ режимов организации распределенных конкурирующих процессов. В [2, 3] введе­
ны и исследованы базовые процессы: асинхронный и два вида синхронных режимов, возникаю­
щих при организации распределенных процессов в условиях конкуренции за общий ресурс. 
Для вычисления наименьшего общего времени выполнения множества конкурирующих не­
однородных, однородных и одинаково распределенных процессов в рамках очерченных ре­
жимов получены различные математические соотношения. Определенный теоретический 
и практический интерес представляет задача сравнительного анализа полученных соотноше­
ний. В данной работе проводится такой анализ для класса одинаково распределенных про­
цессов при учете дополнительных системных расходов е > 0.
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Пусть Р = -u Zf,/Е,7’ЕЛ)| 77' = ^tf, tf = tj + є > 0 — множество всех допустимых харак- 
I /=1 J

теристических наборов систем одинаково распределенных конкурирующих процессов. Выде­
лим в р подмножество характеристических наборов вида

Н(П") = {{tf,t^,...,tf„T^ є p|zE < q < ... < tf > tf^ > ... > tf„ I = 1^}.

Для введенного подмножества характеристических наборов справедлива следующая
Теорема 1. Пусть 5 є H(7j") — характеристический набор любой одинаково распреде­

ленной системы с параметрами р, п, s и накладными расходами є > 0. Тогда в случае 2 < s < р 
минимальные общие времена Т“р и Т',р, Тдр выполнения множества одинаково распределенных 
конкурирующих процессов, соответственно, в асинхронном и двух базовых синхронных режимах 
совпадают.

Доказательство. Пусть tf = max tf, тогда для асинхронного и второго син­
ій і < п '

хронного режима, обеспечивающего непрерывное выполнение каждого блока Qj всеми п 
процессами для любого характеристического допустимого набора одинаково распределенной 
системы, в том числе и для любого характеристического набора 8єН(7’Е"), при 2 < s < р, 
имеют место [2] следующие равенства:

7^c(/>,z?,s,s) = Т„р(р,п,5,є.) = Т" +(s-\)tf.

Пусть взаимодействие процессов, процессоров и блоков осуществляется в рамках первого 
синхронного режима с непрерывным выполнением блоков программного ресурса внутри ка­
ждого из процессов. Тогда при этом режиме для любого характеристического набора из [3 
при 2 < s < р выполняется равенство

Tolp(p,n,s,z) = Т? + (s-l)(zE + ^max{z?_, -

Покажем, что для любого характеристического набора 8єН(Т") выполняется равенство 
п ( X

ZE + £ тах</(Е_| -ZE,0| = tf, из которого непосредственно следует справедливость теоремы 2. 
/=2

Так как z,E=maxZE, то для всех номеров 1 < і < I < п выполняется равенство 
1</<л

тах|/Е ! -/Е,0| = 0, а для 1 <і<1< п — равенство £ maxlzE_j -= tf - tf. Следова- 
/ = 2 1 ? z=Z+l 1 J

п
тельно, справедлива цепочка равенств tf + £ max{ZEj -ZE,0} = tf +tf -tf = tf, из которой вы- 

/=2
текает требуемое равенство.

Теорема 2. Для любой одинаково распределенной системы с параметрами р, п, s и на­
кладными расходами є > 0, характеристический набор которой не принадлежит 11(77'), при 
2 < s < р выполняются соотношения Т„р (р, п, s, є) > Т„р (р, п, s, є) = Т}р (р, п, s, є).

Доказательство. Проверка показывает, что условия теоремы 2 равносильны не- 
п

равенству tf + £ max{/E_j -ZE,0}-maxZE >0, используя которое нетрудно убедиться в спра- 
/ = 2

ведливости теоремы 2.
3. Необходимые и достаточные условия эффективности одинаково распределенных систем 

конкурирующих процессов. Введем следующее определение, которое выделяет в классе оди­
наковых систем конкурирующих процессов, специальный подкласс, так называемых, ста­
ционарных систем.

Определение 2. Одинаково распределенную систему конкурирующих процессов 
назовем стационарной, если выполняется цепочка равенств t\ = t^ = ... = tn = t..
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В [ЗІ доказано, что для систем одинаково распределенных конкурирующих процессов 
минимальное общее время с учетом накладных расходов є > 0 для всех трех базовых режи­
мов, указанных в теореме 1, при s < р вычисляется по формуле

T(p,n,s,t) = T" + (5-1)/,Е11ах, где Т” = ґЕиіх = max tf, tf = /,■ + e. (1)
( I I < I < n

В случае стационарной одинаково распределенной системы конкурирующих процессов 
минимальное общее время их выполнения определяется равенством 7\ = (п + 5 - 1)/е, где 
tz = Т"/п 4-Е, 7” = ПІ.

Определение 3. Одинаково распределенную систему конкурирующих процессов 
будем называть эффективной при фиксированных р, s > 2, если выполняется соотношение 
Де(л) = sTn - 7\p,n,s,e) > 0, где sTn — время выполнения блоков Qj, j = 1,5 всеми п процес­
сами в последовательном режиме.

При наличии двух эффективных одинаково распределенных систем конкурирующих про­
цессов будем считать, что первая более эффективна, чем вторая, если величина ДДл) первой 
системы не меньше соответствующей величины второй. Для введенного подмножества оди­
наково распределенных систем оказывается справедливой следующее утверждение.

Теорема 3. Для любой эффективной одинаково распределенной системы конкурирующих 
процессов при s < р и є > 0 существует более эффективная стационарная одинаково распределен­
ная система.

Доказательство. Рассмотрим любую эффективную одинаково распределенную 
систему. Согласно определения 3, условие ее эффективности с учетом (1) записывается в ви­
де следующего неравенства:

М") = (5-1)(7’" -6пах)-(« + ^-1)є ^°, (2)

где ?"ах = max г,-. Для любой стационарной одинаково распределенной системы имеет мес- 

то равенство

Дс (л) = (5 - 1)(Т" - г) - (л + 5 - 1)є > 0, где t = T"/n. (3)

Рассмотрим стационарную одинаково распределенную систему, в которой r= min t, = t''- 
!</<// 11 

Чтобы убедиться в справедливости теоремы 3 достаточно доказать выполнение неравенства 
ДЕ(л) > Дс(л) для введенных эффективных систем. Подставляя в левую и правую части по­
следнего неравенства из (1) и (2) вместо Лфп) и Де(и) соответствующие величины и проведя 
несложные преобразования, приходим к равносильному неравенству Г" - г"ах <(« -!)/.

Докажем справедливость последнего. Пусть для определенности /"ах = //, тогда проверка 
показывает, что справедлива цепочка соотношений

7’"-С1Х = Еб + Е =(п-1)с
,=1 у=/+1

из которой следует справедливость требуемого равенства. Теорема 3 доказана. Следующее 
утверждение устанавливает достаточное условие эффективности одинаково распределенной 
системы общего вида.

Теорема 4. Одинаково распределенная система конкурирующих процессов с параметра­
ми п, s, р, є, удовлетворяющими соотношениям

п = s, р > s > 2>, sn > 2 (п + 5 - 1), 0<s<min/,,

является эффективной.
Доказательство. Согласно (2), условие эффективности равносильно неравенству

Тп ~ tn п + s — 1J___ * max > _ (4)
Є 5-1
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Следовательно, для доказательства теоремы 4 достаточно убедиться в справедливости (4). 
Непосредственная проверка показывает, что следствием соотношений 0 < є < min /, являет-

1 < і < п 
ся цепочка неравенств

-------> Д l-'*min > п _ J (5)
Є є

так как в силу выбора є выполняется неравенство /"іп/є > 1- Далее, из sn > 2(п + 5-1) следует 
справедливость неравенства

Проверка показывает, что неравенство (4) является следствием неравенств (5) и (6). Та­
ким образом, теорема 4 доказана.

Ниже формулируется и доказывается необходимое и достаточное условие существования 
эффективной системы одинаково распределенных конкурирующих процессов при достаточ­
ном числе процессоров р > s в зависимости от величины накладных расходов є.

Теорема 5. Для существования эффективной одинаково распределенной системы кон­
курирующих процессов с заданными параметрами р > 3, s < р, s > 0 и Тп необходимо и доста­
точно выполнение следующих условий:

ф(1 +>/ї), если y/s — целое,

max , если y[s — нецелое,
(7)

где <р(х) =  ---- уТ---- 1——L, [х] — наибольшее целое, не превосходящее х.
х(х + 5-1)

Доказательство. Согласно (3), условие эффективности любой одинаково рас­
пределенной системы конкурирующих п процессов определяется соотношениями

ДЕ (л) = (s - 1)(Т" - /) -(й + 5 - 1)є > О,

которые равносильны выполнению неравенства

(5 - 1)Т» (й - 1) 
п(п + S - 1) (8)

Введем в рассмотрение функцию <р(х) = (л - 1)7"(х - 1)/х(х + 5 - 1). Нетрудно проверить, 
что ф достигает своего максимума в точке х = 1 + V7 при х > 0. Положим

1 + y[s, если yfs — целое,
max !i + FV71, 2 + Гд/5~||, если 4s -— нецелое. (9)

Из определения функции ф, целого лд и неравенства (8) следует, что одинаково распреде­
ленная система конкурирующих лд процессов является эффективной. Таким образом, дока­
зана достаточность условий (7) для существования систем указанного вида.

Необходимость условий (7) будет доказана, если будет установлена невозможность про­
тивоположного утверждения, т. е. невозможность существования одинаково распределенной 
системы конкурирующих л процессов, для которой выполнялось бы неравенство противопо­
ложное неравенству (7) и которая была бы эффективной. Если предположить существование 
такой системы с л процессами, то должно выполняться соотношение л * по, так как выше 
установлено, что одинаково распределенная система с ло процессами эффективна. Следова­
тельно, для нее имеет место неравенство є < (5 - ])Тп(по - 1)/л0(л0 +5 - 1), в то время как для 
гипотетической системы с л процессами должно выполняться в силу предположения нера- 
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венство є > (5 - 1)Г"(н0 - 1)//?о(«о + s- !)• Очевидным следствием полученных неравенств, яв­
ляется неравенство є > є. Полученное противоречие устанавливает необходимость условий (7). 
Таким образом, доказательство теоремы 5 завершено.

Очевидно, такой системы нет при п = hq, так как, в силу определения функции ф, для та­
кого п выполняется неравенство противоположное неравенству (8) и, следовательно, такая 
система не может быть эффективной.

В случае п < по, в силу определения «о, должна выполняться цепочка неравенств вида

(5-1)7” (/7-1) < (5-1)Т»(По -1) < є (9)
n(n + s-}) n0(n0+s-Y)

из которой следует неэффективность предполагаемой системы с п процессами в силу (8).
Наконец, если п > по, то следствием неравенств (8) и (9) является неэффективность пред­

полагаемой одинаково распределенной системы конкурирующих п процессов. Полученные 
противоречия во всех возможных случаях доказывают необходимость условий (7).

Достаточность условий (7) непосредственно следует из наличия функции <р со свойством
(8) . Действительно, в этом случае требуемой эффективной одинаково распределенной систе­
мы является система С И = «о конкурирующими процессами, где /70 определяется формулой
(9) . Теорема 5 доказана.

Замечание. При р - s - 2 одинаково распределенная система конкурирующих про- 
г , , „ є „ /7 — 1цессов будет эффективной, если выполняется неравенство ----<---------- .

7" п(п + 1)
Полученные необходимые и достаточные условия эффективности одинаково распреде­

ленных систем конкурирующих процессов имеют многочисленные области применения. 
В частности, они могут быть использованы при проектировании системного и прикладного 
программного обеспечения, ориентированного на многопроцессорные системы и вычисли­
тельные сети, а также при решении проблем оптимального использования вычислительных 
ресурсов.
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KOVALENKO N. S., PAVLOV Р. А.

EFFICIENCY OF THE SYSTEMS OF COMPETITIVE PROCESSES TAKING ACCOUNT 
OF OVERHEAD EXPENSES

Summary
Necessary and sufficient conditions for the efficiency of the equally distributed systems of competitive processes are ob­

tained.


