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     ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА 
 

Электронный учебно-методический комплекс «Математика» 
предназначен для студентов дневной формы обучения. Он является 
нормативным документом, которым определяется  содержание  обучения и  
устанавливаются требования к объёму и уровню подготовки студентов по 
специальности 6-05-0718-01 Инженерная экономика.  

Целью учебной дисциплины «Математика» является ознакомление 
студентов с математическими понятиями, методами и навыками их 
использования для решения типовых прикладных задач, а также развитие их 
логического мышления.  

Перед преподавателями ставятся следующие задачи: 
• рассматривая математическую культуру как часть общечеловеческой 

культуры, способствовать формированию высоконравственной гражданской 
позиции студентов, становлению целостной высокоинтеллектуальной 
личности, способной решать сложные актуальные задачи; 

• дать представление о месте математики в системе естественных и 
экономических наук; о неразрывном единстве прикладной и 
фундаментальной математики; о преимуществах математического 
моделирования и его экономической эффективности; 

• ознакомить студентов с основными понятиями и методами 
современной математики и научить студентов применять математические 
знания при исследовании реальных экономических процессов; 

• развить у студентов способности к логическому мышлению; 
• воспитать у студентов мотивацию к глубокому изучению математики 

как языка общения экономистов, без которого невозможно овладеть 
специальными дисциплинами, необходимыми им в их будущей 
профессиональной деятельности. 

В результате изучения учебной дисциплины студент должен 
знать: 
– методы матричной алгебры и аналитической геометрии, 

математический аппарат функций одной и многих переменных, основы 
дифференциальных уравнений, числовые и степенные ряды; 

– основные понятия и теоремы теории вероятностей, законы 
распределения случайных величин, методы обработки и анализа 
статистических данных; 

– методы решения задач на экстремум; 
уметь: 
– решать задачи матричной алгебры, аналитической геометрии и 

математического анализа, анализировать задачи с экономическим 
содержанием; 

– применять вероятностные и статистические методы для решения 
экономических задач; 
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– исследовать оптимизационные задачи методами математического 
программирования с использованием компьютерных технологий; 

владеть: 
– методикой применения методов матричной алгебры, аналитической 

геометрии, дифференциального и интегрального исчисления, теории 
вероятностей и математической статистики при решении математических и 
экономических задач. 

Курс математики предполагает изучение основных тем учебной 
программы: 

– основы теории множеств и математической символики; 
– векторная алгебра и матричное исчисление; 
– аналитическая геометрия; 
– функции одной и нескольких переменных; дифференцирование 

функций; 
– интегральное исчисление функций одной и нескольких переменных; 
– дифференциальные уравнения; 
– числовые и функциональные ряды; 
– теория вероятностей; 
– математическая статистика; 
– математическое программирование. 
ЭУМК включает разделы: теоретический, практический, контроля 

знаний и вспомогательный. 
Теоретический раздел содержит конспект лекций в объёме, 

установленном типовым учебным  планом по специальности 6-05-0718-01 
Инженерная экономика. 

Практический раздел содержит материалы для проведения 
практических занятий в соответствии с типовым учебным планом по 
специальности 6-05-0718-01 Инженерная экономика и с учебным планом 
учреждения образования «Полесский государственный университет» по этой 
специальности.  

Раздел контроля знаний содержит материалы текущей и итоговой 
аттестации, позволяющие определить соответствие результатов учебной 
деятельности студентов  требованиям образовательных стандартов высшего 
образования и учебно-программной документации.  

Вспомогательный раздел содержит элементы учебно-программной 
документации образовательной программы высшего образования, 
программно-планирующей документации воспитания, учебно-методической 
документации, перечень учебных изданий и информационно-аналитических 
материалов, рекомендуемых для изучения учебной дисциплины Математика.  
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ РАЗДЕЛ 
 

ТЕМА 1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
СИМВОЛИКИ 

1.1. Элементы теории множеств и математической логики 
1.2. Комплексные числа и действия над ними 
 

ТЕМА 2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА И МАТРИЧНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
2.1. Понятие вектора на плоскости и в трехмерном пространстве 
2.2. Понятие матрицы и линейные операции над ними. 
2.3. Системы линейных алгебраических уравнений 
 

ТЕМА  3.  АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
3.1 Аналитическая геометрия на плоскости. 
3.2. Элементы аналитической геометрии в пространстве 
      

ТЕМА 4.  ФУНКЦИИ ОДНОЙ И НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 
ДИФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ.  

4.1.   Числовая последовательность и ее предел 
4.2. Функции одной вещественной переменной 
4.3. Дифференциальное исчисление функций одной вещественной 

переменной 
4.4. Функции многих переменных 
 

ТЕМА 5. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ И 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

5.1.  Первообразная и неопределенный интеграл 
5.2. Определенный интеграл 
5.3. Двойные интегралы 
 

ТЕМА 6. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
6.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения. 
 

ТЕМА 7. ЧИСЛОВЫЕ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 
7.1. Числовые ряды. 
7.2. Функциональные и степенные ряды. 
 

ТЕМА 8. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
8.1. Основные понятия и теоремы теории вероятностей 
8.2. Схема повторных независимых испытаний 
8.3. Случайные величины и их основные законы распределения 

 
ТЕМА 9. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 

9.1. Основы математической статистики 
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9.2. Статистическое оценивание 
9.3. Проверка статистических гипотез 
 

ТЕМА 10. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 
10.1. Линейное программирование 
10.2. Транспортная задача 
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ТЕМА 1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
СИМВОЛИКИ 

 
1.1. Элементы теории множеств и математической логики 

 
Элементы теории множеств 

 
Множество – основное математическое понятие. 

В обычной жизни его смысл заложен в словах: 
«совокупность», «класс», «стая», «табун», «стадо» и т.п. 
Теория множеств как математическая дисциплина 
создана немецким математиком Г. Кантором, которая 
получила признание в качестве самостоятельного 
раздела математики к 1890 году, когда были получены 
ее приложения в анализе и геометрии. Главная заслуга 
Георга Кантора заключается в установлении того факта, 
что понятие бесконечность является не абстракцией, 
придуманной философами, а реальностью; бесконечные 
совокупности предметов существуют наравне с 

конечными. 
Множество относится к математическим объектам, для которых нет 

строго определения. Мы можем лишь в какой-то мере дать описание 
основных его свойств. 

Кантор описывает множество следующим образом: 
Множество S есть любое собрание определенных и различимых между 

собой объектов нашей интуиции и интеллекта, мыслимое как единое целое. 
Множество – набор (совокупность) определенных, различимых между 

собой объектов, рассматриваемых как единое целое, и обладающий 
некоторым общим свойством. 

 
Объекты, составляющие данное множество, называют его элементами. 

 
Для того, чтобы указать, что 𝑥𝑥 – элемент множества 𝐴𝐴, записывают 𝑥𝑥 ∈ 

𝐴𝐴 и читают «х принадлежит 𝐴𝐴». Чтобы указать, что х не является элементом 
множества 𝐴𝐴, записывают 𝑥𝑥 ∉ 𝐴𝐴 и читают «х не принадлежит множеству 𝐴𝐴». 

Для ряда числовых множеств в математике приняты стандартные 
обозначения: 

 
Существует два способа задания множества: 
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Рисунок 1.1.1. Способы задания множеств 

 
Множества можно разделить на конечные и бесконечные. 
Конечным множеством называется множество, состоящее из 

конечного числа элементов. Множество называется бесконечным, если оно 
состоит из бесконечного числа элементов. 

 
Пример 1.1. Конечные множества: множество букв алфавита, 

множество студентов 1 курса Полесского государственного университета и 
т.д. 

Бесконечные множества: множество натуральных чисел, множество 
точек прямой и т.д. 

К конечным множествам относится и множество, не содержащее 
элементов вообще. Такое множество называют пустым и обозначают Ø. 

 
Пример 1.2.  поскольку среди действительных 

чисел нет решения данного уравнения. 
Если каждый элемент множества В является также и элементом 

множества А, то говорят, что множество В называется подмножеством 
множества А. 

 
(В включено в 𝐴𝐴). 

Пример 1.3. Множество В = {2, 3}, А = {2, 3, 4, 5}, тогда{2, 3}⊂{2, 3, 4, 
5}, т.е. В ⊂ А. 
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Множества А и В называются равными (или совпадающими), если они 
состоят из одних и тех же элементов, т.е. 𝐴𝐴 ⊂ 𝐵𝐵 и 𝐵𝐵 ⊂ 𝐴𝐴. 

𝐴𝐴 = 𝐵𝐵. 
Если множества не равны, то пишут 𝐴𝐴 ≠ 𝐵𝐵. 
 

 
 

Операции над множествами 
 

Если имеются два (или более) 
множества, то на основе их можно 
получить новые множества при помощи 
операций (отношений) над ними. 

Геометрически, для наглядного 
представления, данные отношения 
можно представить при помощи кругов, 
которые один из первых использовал 
для решения задач Г.Лейбниц, затем 
развил их применение Леонард Эйлер и 
особенного расцвета достигшие в 
сочинениях английского логика Джона 

Венна, поэтому такие схемы иногда называют Диаграммы Эйлера-Венна. 
Диаграммы используются в математике, логике, менеджменте, особое 

применение они нашли в современной логико-математической теории 
«формальных нейронных сетей». 

На Диаграммах Эйлера-Венна универсальное множество U 
изображается в виде прямоугольника, его подмножества – в виде кругов 
(реже прямоугольников), а элементы принадлежащие данным 
подмножествам в виде точек (см. рисунок 1.1.2). 

 

 
Рисунок 1.1.2. Пример диаграммы Эйлера-Венна 

 
Рассмотрим операции над множествами, некоторые из которых 

(объединение и пересечение) аналогичны операциям сложения и умножения 
целых чисел. 
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Операции пересечение и объединение множеств выполняются для 
любой пары множеств. Операция дополнение имеет смысл для тех множеств, 
когда второе является подмножеством первого. 

Следует провести аналогию между логическими операциями и 
операциями над множествами. 

 
Множества вместе с определенными на них операциями образуют 

алгебру множеств. Последовательность выполнения операций задается с 
помощью формулы алгебры множеств. Например, А∪В, (A∪B) \ C – формулы 
алгебры множеств. 

Пример 1.5. Из 16 студентов группы, изучающих английский или 
китайский язык, 11 – изучают китайский. 

Сколько студентов изучают оба языка, если английский язык изучают 9 
из них? 

Решение. Что дано? Даны два множества: 
К – студенты, изучающие китайский язык, которых N(К) = 11. 
А – студенты, изучающие английский язык, которых N(А) = 9. 
Всего студентов 16, т.е. N(К ∪ А) =16 . 
Что нужно сделать? Узнать сколько студентов изучают оба языка 

одновременно (и китайский, и английский), т.е. N(К ∩ А) (см. рисунок 
1.1.3). 

Значит, количество студентов в группе изучающих оба языка можно 
вычислить по формуле включений и исключений: 
N(К ∪ А) = N(К) + N(А) − N(К ∩ А), 
т.е. N(К ∩ А) = N(К) + N(А) − N(К ∪ А) 
N(К ∩ А) =11+ 9 −16 = 4. 

 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.1.3. Решение задачи 
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Ответ: 4 человека изучают оба языка: китайский и английский язык. 
 

Основные законы операций над множествами приведены в таблице: 
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Числовые множества. Ограниченные и неограниченные множества. 
Окрестность точки. 

 
Множества, элементами которых являются числа, называются 

числовым. Примерами числовых множеств являются: 
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1.2. Комплексные числа и действия над ними 
 

Необходимость в этих числах нового типа появилась при решении 
квадратных уравнений для случая D < 0 (здесь D – дискриминант 
квадратного уравнения). Долгое время эти числа не находили физического 
применения, поэтому их и назвали «мнимыми» числами. Однако сейчас они 
очень широко применяются в различных областях физики и техники: 
электротехнике, гидро- и аэродинамике, теории упругости и др. 

Комплексными числами называются числа вида: a+bi, где a и b – 
действительные числа, а i – мнимая единица, т.e. i2 = –1. Число a называется 
действительной частью, a b – мнимой частью комплексного числа a+bi. Два 
комплексных числа a+bi и a–bi называются сопряжёнными комплексными 
числами. 

Замечания: 
1. Действительное число а может быть также записано в форме 

комплексного числа: a + 0i или a – 0i. Например, записи 5 + 0i и 5 – 0i 
означают одно и то же число 5. 
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2. Комплексное число 0 + bi называется чисто мнимым числом. 
Запись bi означает то же самое, что и 0 + bi. 

3. Два комплексных числа a + bi и c + di считаются равными, если a = c 
и b = d. В противном случае комплексные числа не равны. 

Суммой комплексных чисел a + bi и c + di называется комплексное 
число (a + c) + (b + d) i. 

Таким образом, при сложении комплексных чисел отдельно 
складываются их абсциссы и ординаты.  

Это определение соответствует правилам действий с обычными 
многочленами. 

Разностью двух комплексных чисел a+bi (уменьшаемое) и c+di 
(вычитаемое) называется комплексное число (a – c) + (b – d)i. 

Таким образом, при вычитании двух комплексных чисел отдельно 
вычитаются их абсциссы и ординаты. 

Произведением комплексных чисел a + bi и c + di называется 
комплексное число: (ac – bd) + (ad + bc)i. 

Это определение вытекает из двух требований: 
1) числа a + bi и c + di должны перемножаться, как алгебраические 

двучлены, 
2) число i обладает основным свойством: i 2 = –1. 
 
Пример 1.4. (a + bi) (a – bi) = a 2 + b 2. 
Следовательно, произведение двух сопряжённых комплексных чисел 

равно действительному положительному числу. 
Решение: Разделить комплексное число a + bi (делимое) на другое c+di 

(делитель) – значит найти третье число e + f i (частное), которое будучи 
умноженным на делитель c+di, даёт в результате делимое a + bi. 

Если делитель не равен нулю, деление всегда возможно. 
 
Пример 1.5. Найти (8 + i): (2 – 3i). 
Решение: Перепишем это отношение в виде дроби: 

 
 

Геометрическое представление комплексных чисел 
 
Действительные числа изображаются точками на числовой прямой: 
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Здесь точка A означает число –3, точка B – число 2, и 0 – ноль. В 
отличие от этого комплексные числа изображаются точками на координатной 
плоскости. Выберем для этого прямоугольные (декартовы) координаты с 
одинаковыми масштабами на обеих осях. Тогда комплексное число a+ bi 
будет представлено точкой Р с абсциссой а и ординатой b (Рис. 1.2.1). Эта 
система координат называется комплексной плоскостью. 

 

 
Рисунок 1.2.1. Геометрическое представление комплексных чисел 

 
Модулем комплексного числа называется длина вектора 0P, 

изображающего комплексное число на координатной (комплексной) 
плоскости. 

Модуль комплексного числа a + bi обозначается |a+bi| или буквой r и 
равен: 

 
Сопряжённые комплексные числа имеют одинаковый модуль. 
Аргумент комплексного числа – это угол φ между осью Ox и 

вектором OP, изображающим это комплексное число. 
Отсюда, tg φ = b / a. 
 

Тригонометрическая форма комплексного числа 
 
Абсциссу a и ординату b комплексного числа a + bi можно выразить 

через его модуль r и аргумент φ: 
Тогда 

 
Операции с комплексными числами, представленными в 

тригонометрической форме: 
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Это знаменитая формула Муавра. 
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ТЕМА 2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА И МАТРИЧНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
 

2.1. Понятие вектора на плоскости и в трехмерном пространстве 
 

Многие величины, например, сила и скорость, определяются не только 
своим числовым значением, но и направлением. Такие величины называются 
векторными. 
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Рисунок 2.1.1. Правило треугольника 

 

 

 
 

 
 



19 
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Деление отрезка в данном отношении 
 

 

 

Рисунок 2.1.2. Расстояние между точками на плоскости 

Рисунок 2.1.3. Деление отрезка в данном отношении 
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Полярная система координат на плоскости – это совокупность точки 

O, называемой полюсом, и полупрямой Ox, называемой полярной осью. 
Кроме того, задается масштабный отрезок для измерения расстояний от 
точек плоскости до полюса. Как правило, на полярной оси выбирается вектор 
𝑖𝑖𝑖, приложенный к точке O, длина которого принимается за величину 
масштабного отрезка, а направление вектора задает положительное 
направление на полярной оси. 

 

 
 

Рисунок 2.1.4. Полярная система координат 
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Скалярное произведение вектора, его свойства и механический смысл. 
Условие ортогональности двух векторов. Скалярное произведение в 

координатной форме 
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Определители второго и третьего порядка и их свойства. Алгебраически 
дополнения и миноры 
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Разложение определителя по строке 
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Ориентация тройки векторов в пространстве. Векторное произведение 
векторов, его свойства, геометрический и физический смысл. Векторное 
произведение в координатной форме. Условие коллинеарности векторов 

 
Для дальнейшего изучения пространственных свойств необходимо 

ввести определение ориентации пространства. Строгая теория, касающаяся 
этого понятия не очень сложна, но достаточно суха. В связи с этим 
ограничимся лишь некоторыми “качественными” пояснениями. 

Итак, все упорядоченные некомпланарные тройки векторов могут быть 
разбиты на два непересекающихся класса: правые тройки и левые тройки. 
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Рисунок 2.1.7. Коллинеарные вектора 
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Смешанное произведение векторов. Его геометрический смысл. Условие 
коллинеарности трёх векторов 
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Геометрический смысл смешанного произведения 
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2.2. Понятие матрицы и линейные операции над ними 
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Рисунок 2.2.1. Произведение матриц 
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Определители n-порядка и их свойства. Определитель произведения 
двух квадратных матриц одинакового порядка 

 

 

 

 



34 
 

Свойства определителей 
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Обратная матрица и её построение методом присоединённой матрицы и 
методом Гаусса 

 
Теорема. Всякая невырожденная матрица имеет обратную. 

 

 (2.2.2) 
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Здесь мы использовали свойства определителей. 
Аналогично убеждаемся, что 

𝐴𝐴∗ · 𝐴𝐴 = 𝑑𝑑𝑒𝑒𝑡𝑡𝐴𝐴 · 𝐸𝐸.                                                (2.2.3) 
Равенства (2.2.2) и (2.2.3) перепишем в виде 

 

 
 

Сравнивая полученные результаты с определением, получаем 

 
 

2.3. Системы линейных алгебраических уравнений 
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Отыскание решения системы по формуле (2.3.1) называют матричным 
способом, решения системы. 

Матричное равенство (2.3.1) запишем в виде: 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

(2.3.1) 
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Линейные пространства. Подпространство. Линейная зависимость и 
линейная независимость векторов, базис и размерность линейного 

пространства. Координаты вектора 
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Ранг матрицы и его вычисление. Условие равенства нулю определителя. 
Теорема о базисном миноре 
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Произвольные системы линейных алгебраических уравнений. Теорема 
Кронекера-Капелли. Однородные системы линейных уравнений. 
Структура общего решения. Фундаментальная система решений. 
Неоднородные системы линейных уравнений, структура общего 

решения 
 

 
где aij – коэффициенты системы (2.3.2), принадлежащие множеству 

действительных чисел R; bi – свободные члены, принадлежащие множеству 
действительных чисел R, называется системой линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ). 

Пусть дана произвольная система (2.3.2) m линейных уравнений с n 
неизвестными. Исчерпывающий ответ на вопрос о совместности этой 
системы дает теорема: 

Теорема (Кронекера-Капелли). Система линейных алгебраических 
уравнений (2.3.2) совместна тогда и только тогда, когда ранг расширенной 
матрицы системы равен рангу основной матрицы. 

Правила практического разыскания всех решений совместной системы 
линейных уравнений вытекают из следующих теорем. 

Теорема. Если ранг основной матрицы совместной системы уравнений 
(2.3.2) равен числу неизвестных, то система имеет единственное решение. 

Теорема. Если ранг совместной системы уравнений (2.3.2) меньше 
числа неизвестных, то система имеет бесчисленное множество решений. 

(2.3.2) 
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Свойства решений неоднородной системы уравнения 

Пусть X1 и X2 – какие–либо решения неоднородной системы (2.3.3). 
Тогда X1 − X2 – решение однородной системы (2.3.4). 

Пусть Xн. – какое–либо решение неоднородной системы (2.3.3), а X0 – 
любое решение однородной системы (2.3.4). Тогда Xн. + X0 также является 
решением неоднородной системы (2.3.3). 

Из этих утверждений следует: 
Теорема (о структуре общего решения неоднородной системы 

уравнений). 
Любое решение неоднородной системы линейных уравнений 

определяется формулой 
 

где Xч.н. – какое–либо частное решение неоднородной системы (2.3.3), 
X1, X2, …, Xn − r – фундаментальная система решений соответствующей 

однородной системы (2.3.4) и C1, C2, …, Cn − r – произвольные постоянные. 
 

Свойства общего решения неоднородной системы уравнений 
При любых значениях C1, C2, …, Cn − r Xо.н., определяемое формулой 

(2.3.5), является решением системы (2.3.3). 
Каково бы ни было решение системы (2.3.3) X, существуют числа C1

0, 
…, Cn − r

0 такие, что 

 
 
 
 
 
 
 
 

(2.3.3) 

(2.3.4) 

(2.3.5) 
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ТЕМА  3.  АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
 

3.1. Аналитическая геометрия на плоскости 
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Понятие кривой второго порядка. Окружность, эллипс, гипербола, 
парабола, их геометрические свойства и канонические уравнения 
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Рисунок 3.1.1. Эллипс 
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Рисунок 3.1.2. Парабола 
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Рисунок 3.1.3. Гипербола 
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3.2. Элементы аналитической геометрии в пространстве 
 
 

Плоскость в пространстве и различные формы её задания. Угол между 
двумя плоскостями. Расстояние от точки до плоскости 
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ТЕМА 4.  ФУНКЦИИ ОДНОЙ И НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 
ДИФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ.  

   
4.1.   Числовая последовательность и ее предел 

 
Числовая последовательность и ее предел. Бесконечно большие и 

бесконечно малые последовательности. Свойства сходящихся 
последовательностей. Виды неопределенностей. Монотонные 

последовательности. 
Теорема Вейерштрасса. Число е 

 

 

(4.1.1) 

(4.1.1), 

(4.1.1), 
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4.2. Функции одной вещественной переменной 
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Предел функции в точке (по Коши и по Гейне) и на бесконечности. 
Односторонние пределы функции. Бесконечно малые и бесконечно 

большие функции 
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Непрерывность функции в точке. Свойства функций, непрерывных в 
точке. Односторонняя непрерывность. Точки разрыва функций и их 

классификация. Непрерывность элементарных функций. 
Замечательные пределы 
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Сравнение бесконечно малых и бесконечно больших функций. 
Эквивалентные функции, их применение к вычислению пределов 

функций 
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Функции, непрерывные на отрезке и их свойства: теоремы 
Вейерштрасса, теорема Коши о прохождении функции через нуль, 

теорема Коши о промежуточном значении 
 
 

 
 

4.2.1). 
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Рисунок 4.2.1. Функция, непрерывная на отрезке 

 

 
 

 
 

Рисунок 4.2.2. Теорема Вейерштрасса 

4.2.2). 
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Рисунок 4.2.3. Теорема о существовании нуля 

 

4.2.3). 

(4.1.1) 

(4.1.1) 

(4.2.1) 

(4.2.1) 

(4.2.1) 

(4.2.1) 
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4.3. Дифференциальное исчисление функций одной вещественной 
переменной 
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Рисунок 4.3.1. Геометрический смысл производной 

 
 

Из рис. 4.1.4 видно, что для любых двух точек A и B графика функции: 
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Дифференцируемость функций в точке. Дифференциал  функции, его 
геометрический смысл, и применение в приближенных вычислениях. 

Инвариантность формы дифференциала 
 

 
 

 
Рисунок 4.3.2. Дифференцируемость функции в точке 

 

4.1.5 
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Инвариантность формы первого дифференциала: 

 
 

Производные высших порядков. Формула Лейбница. Дифференциалы 
высших порядков 

 
Производные высшего порядка явно заданной функции: 

Пусть функция 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) имеет конечную производную 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) в 
некотором интервале (𝑎𝑎, 𝑏𝑏),тогда производная 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) также является функцией 
в этом интервале. Если эта функция дифференцируема, то мы можем найти 
вторую производную исходной функции 𝑓𝑓(𝑥𝑥), которая обозначается в виде 

 

 



80 
 

 
 
 

 
Дифференцирование параметрически заданных функций. 

Дифференцирование функций, заданных неявно 
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Локальный экстремум функции. Теорема Ферма. Основные теоремы 
дифференциального исчисления: Ролля, Логранжа, Коши 
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Рисунок 4.3.3. Теорема Ферма 
 

 

 

 
Рисунок 4.3.4. Геометрический смысл теоремы Лагранжа 

 

4.3.4). 
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Правила Лопиталя и их применение для раскрытия неопределенностей 
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Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано и Лагранжа. 
Формула Маклорена. Основные разложения по формуле Маклорена. 

Приложения формулы Тейлора 
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Признаки возрастания и убывания функции. Необходимое и 
достаточные условия существования экстремума. Наибольшее и 

наименьшее значения функции, непрерывной на отрезке. Выпуклость и 
точки перегиба. Достаточное условие выпуклости. Необходимое условие 
перегиба. Достаточные условия перегиба. Вертикальные и наклонные 

асимптоты графика функции 
 

Рисунок 4.3.5 
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Общая схема исследования поведения функции и построения графика 

функции 
 

После того как мы обсудили многие аспекты поведения функции и 
способы их исследования, сформулируем общую схему исследования 
функции. Эта схема даст нам практический способ построения графика 
функции, отражающего основные черты её поведения. 

Пусть дана функция f(x). Для её исследования нужно: 
1) Найти её область определения D(f). Если это не слишком сложно, то 

полезно найти также область значений E(f) (Однако, во многих случаях, 
вопрос нахождения E(f) откладывается до нахождения экстремумов 
функции). 
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2) Выяснить общие свойства функции, которые помогут в определении 
её поведения: не является ли функция чётной либо нечётной (быть может, 
после сдвига влево или вправо по оси Ox), не является ли она периодической. 

3) Выяснить, как ведёт себя функция при приближении аргумента x к 
граничным точкам области определения D(f), если такие граничные точки 
имеются. При этом могут обнаружиться вертикальные асимптоты. Если 
функция имеет такие точки разрыва, в которых она определена, то эти точки 
тоже проверить на наличие вертикальных асимптот функции. Поясним 
сказанное примером: 

 
7) Найти интервалы выпуклости и вогнутости функции. Это делается с 

помощью исследования знака второй производной f''(x). Найти точки 
перегиба на стыках интервалов выпуклости и вогнутости. Вычислить 
значение функции в точках перегиба. Если функция имеет другие точки 
непрерывности (кроме точек перегиба), в которых вторая производная равна 
0 либо не существует, то в этих точках также полезно вычислить значение 
функции. 

8) В некоторых случаях бывает нужно найти характерные точки 
графика, которые не были упомянуты в предыдущих пунктах. Например, 
если функция имеет наклонную асимптоту, то можно попытаться выяснить, 
нет ли точек пересечения графика с этой асимптотой. 
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После выяснения свойств функции, упомянутых в пунктах 1–8, и 
нахождения опорных точек (точек пересечения с осями координат, точек 
графика, соответствующих точкам локального экстремума, точкам перегиба 
и проч.) мы можем достаточно точно построить график. 

 
 

4.4. Функции многих переменных 
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Рисунок 4.4.1. График функции 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

4.4.1). 
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Используя линии уровня, можно построить график функции (Рис 4.4.2). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Рисунок 4.4.2. График функции 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 4.4.3. δ–окрестностью точки 

 

4.4.3). 
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Выполним чертёж (Рис. 4.4.4). 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 4.4.4. Пример 

 
 

Функция непрерывна на всей числовой прямой кроме точки 𝑥𝑥 = 1, в 
которой она терпит устранимый разрыв. 
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Частные производные и дифференцируемость ФМП. Необходимое и 
достаточное условия дифференцируемости. Полный дифференциал и его 

связь с частными производными. Дифференцирование сложных 
функций. Инвариантность формы полного дифференциала 

 

 
Легко видеть, что частная производная – это производная функции 

одной переменной, когда значение другой переменной фиксировано. 
Поэтому частные производные вычисляются по тем же правилам, что и 
вычисление производных функций одной переменной. 

 

 

(4.4.1) 
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Понятие неявной функции, определённой одним уравнением, её 
существование и дифференцирование 

 

 

 

(4.4.1). 
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Производная по направлению. Градиент функции и его смысл. 

Геометрический смысл дифференциала функции двух переменных. 
Касательная плоскость и нормаль к поверхности 

 

 
Рисунок 4.4.5. Вектор на плоскости 

 

 
Рисунок 4.4.6. Приращение аргумента 

4.4.5). 

4.4.6). 
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Рассмотрим функцию трех переменных 𝑛𝑛 = 3, 𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧). 
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 4.4.7). 
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Рисунок 4.4.7. Теорема 

 

 
 
 

Частные производные высших порядков. Теорема о равенстве 
смешанных производных. Дифференциалы высших порядков 

 

 
 

(4.4.2) 

(4.4.2) 

(4.4.2). 

(4.4.2) 

(4.4.3) 
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Формула Тейлора для ФМП 

 

 
 
 

Понятие локального экстремума ФМП. Необходимое условие 
экстремума. Достаточные условия экстремума 
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Рисунок 4.4.8. Точки экстремума функции 
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Условный экстремум ФМП. Метод множителей Лагранжа. Наибольшее 
и наименьшее значения непрерывной ФМП в замкнутой области 
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ТЕМА 5. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ И 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 
5.1.  Первообразная и неопределенный интеграл 
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Методы решения неопределенных интегралов 
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Рациональные функции. Разложение правильной рациональной дроби 
на сумму простейших дробей. Методы нахождения коэффициентов 
разложения. Интегрирование рациональных функций, некоторых 

иррациональных и тригонометрических выражений 



116 
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5.2. Определенный интеграл 
 

 
 
 
 

 

 
 

5.2.1), 

Рисунок 5.2.1. Задача о массе стержня 

Рисунок 5.2.2. Задача о массе стержня2 

5.2.2). 
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(5.2.1) 

5.2.3)
 

(5.2.2) 
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Рисунок 5.2.3. Задача о площади криволинейной трапеции 

 

 
Рисунок 5.2.4. Задача о площади криволинейной трапеции2 

 

 

5.2.4). 
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Определённый интеграл с переменным верхним пределом и его 
дифференцирование. Формула Ньютона-Лейбница 

 

 

 
Рисунок 5.2.5. Приращение первообразной функции 

 

(5.2.3) 

(5.2.1), (5.2.2), (5.2.3), 

(5.2.5) 
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Замена переменной и интегрирование по частям в определённом 
интеграле. Интеграл от периодических, чётных и нечётных функций 

 

 

 
 



124 
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Геометрические приложения определённых интегралов: вычисление 
площадей плоских фигур, объёмов тел и нечётных функций 
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Несобственные интегралы 1-го и 2-го рода. Исследование на сходимость: 
признаки сравнения для интеграла от неотрицательных функций. 

Абсолютная и условная сходимость. Главное значение 
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5.3. Двойные интегралы 
 

Определение двойного интеграла 
 

 

 
 
 

Рисунок 5.3.1. Определение  
двойного интеграла 
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Геометрический смысл двойного интеграла 

 

 
Свойства двойного интеграла 

 

Рисунок 5.3.2.  
 

рис.5.3.2, 
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Вычисление двойного интеграла 

 

 
 
 

Рисунок 5.3.3.  
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Замена переменных в двойном интеграле 
 

 
 
 
 
 

Рисунок 5.3.4.  
 

Рисунок 5.3.5.  
 

(рисунок 5.3.5).  
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Геометрические приложения двойных интегралов 

 
 

 

Рисунок 5.3.6. Карл Якоби  
 

ранее, 
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ТЕМА 6. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

6.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения 
 

Обыкновенным дифференциальным уравнением n–го порядка 
называется уравнение вида 

F (x, y(x), y'(x), y''(x)… y(n)(x)) = 0,                       (6.1.1) 
где F – известная функция (n +2)-х переменных, x – независимая 

переменная из интервала (a, b), y(x) – неизвестная функция. 
Число n называется порядком дифференциального уравнения (6.1.1). 
Действительная функция y(x) называется решением (или интегралом) 

дифференциального уравнения (6.1.1) на промежутке (a, b), если она n раз 
дифференцируема на (a, b) и при подстановке в уравнение (6.1.1) обращает 
его в тождество. 

Дифференциальное уравнение 
F(x,y,y′) = 0                                           (6.1.2) 

называется дифференциальным уравнением первого порядка. 
Действительная функция y(x) называется решением (или интегралом) 

дифференциального уравнения (6.1.2) на промежутке (a, b), если она 
дифференцируема на (a, b) и при подстановке в уравнение (6.1.2) обращает 
его в тождество. 

Дифференциальное уравнение обычно имеет бесконечно много 
решений. Чтобы выделить нужное решение, используют дополнительные 
условия. 

Чтобы выделить единственное решение уравнения 1–го порядка 
обычно задают начальное условие: 

y(x0) = y0. 
Задачей Коши (или начальной задачей) называется задача отыскания 

решения y = y(x) уравнения F (x, y, y′) = 0, удовлетворяющее условию: 
y(x0) = y0. 

Любое конкретное решение y = φ(x) уравнения 1-го порядка F (x, y,y′)= 
0 называется частным решением. 

Общим решением дифференциального уравнения 1-го порядка (6.1.2) 
называется функция y = Ф (x, С), содержащая некоторую постоянную 
(параметр) С и обладающая следующими свойствами: 

1) y = Ф (x, С) является решением уравнения при любом допустимом 
значении С; 

2) при любом начальном условии y(x0) = y0, для которого задача Коши 
имеет единственное решение, существуют значения постоянной С = A, такое 
что решение y = Ф (x, A) удовлетворяет заданному начальному условию. 

Иногда частное или общее решение уравнения удается найти только в 
неявной форме: f (x, y) = 0. 

Такие неявно заданные решения называются частным интегралом или 
общим интегралом уравнения. 
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Если задачу об отыскании всех решений дифференциального 
уравнения удается свести к алгебраическим операциям и к вычислению 
конечного числа интегралов и производных от известных функций, то 
уравнение называется интегрируемым в квадратурах. Класс таких уравнений 
относительно узок. 

Для решения уравнений, которые не интегрируются в квадратурах, 
применяются приближенные или численные методы. 

Задача теории обыкновенных дифференциальных уравнений – 
исследование общих свойств решений, развитие точных, асимптотических и 
численных методов интегрирования уравнений. 

 
 

Основные классы ДУ 1-го порядка, интегрируемые в квадратурах: с 
разделяющимися переменными, однородные, линейные, Бернулли, в 

полных дифференциалах 
 

 

 

(6.1.3) 
 

(6.1.3)
 
 

(6.1.3)
 
 

(6.1.3)
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Основные понятия о ДУ высших порядков. Задача Коши. Уравнения, 
допускающие понижение порядка 

 

 
 

(6.1.4) 
 

(6.1.4)
 
 

6.1.4 
 

(6.1.5)
 

 

  

(6.1.4). 
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Линейные однородные дифференциальные уравнения высших порядков 
и свойства их решений. Структура общего решения линейного 

однородного дифференциального уравнения. Линейные однородные 
дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами 

 

 

(6.1.4). 
 

(6.1.4), 
 

(6.1.4) 
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Линейные неоднородные дифференциальные уравнения высших 
порядков. Структура общего решения, принцип суперпозиции решений. 
Метод вариации произвольных постоянных. Линейные неоднородные 

дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами и 
правой частью специального вида 
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Задачи, приводящие к системам дифференциальных уравнений. 
Нормальные системы. Задача Коши, общее решение. Связь между 

нормальной системой n уравнений и дифференциальным уравнением 
порядка n. Интегрирование линейных однородных и линейных 

неоднородных систем дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами методом исключения 

 
Для решения многих задач математики, физики, техники (задач 

динамики криволинейного движения; задач электротехники для нескольких 
электрических цепей; определения состава системы, в которой протекают 
несколько последовательных химических реакций 1 порядка; отыскания 
векторных линий поля и других) нередко требуется несколько функций. 
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Нахождение этих функций может привести к нескольким ДУ, образующим 
систему. 

Системой ДУ называется совокупность ДУ, каждое из которых 
содержит независимую переменную, искомые функции и их производные. 

 

 
 

(6.1.6)
 

 

  

(6.1.6).
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(6.1.6)

 
 

  

(6.1.7)
 

 

  

(6.1.7).

 
 

  

(6.1.6)

 
 

  

(6 1 7)

 
 

  

(6.1.6).

 
 

  

(6.1.7)
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(6.1.6).

 
 

  

(6.1.6),

 
 

  

(6.1.8)

 
 

  

(6.1.8)
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(6.1.9)

 
 

  

(6.1.8).

 
 

  

(6.1.6)

 
 

  

(6.1.10)

 
 

  

(6.1.11)

 
 

  

6.1.11

 
 

  
(6.1.10).

 
 

  (6.1.10)
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(6.1.12)

 
 

  

(6.1.12

 
 

  

(6.1.13)
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ТЕМА 7. ЧИСЛОВЫЕ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 
 

7.1.  Числовые ряды 
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Признаки сходимости знакоположительных числовых рядов: 
интегральный признак, признаки сравнения, признаки Даламбера и 
Коши. Знакочередующиеся ряды, признак Лейбница. Оценка остатка 

ряда. Знакопеременные ряды, абсолютная и условная сходимость 
 

 
 

(7.1.1)

 
 

  

(7.1.1

 
 

  

(7.1.1)

 
 

  

(7.1.2)
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7.2. Функциональные и степенные ряды 
 

Функциональные ряды, область сходимости и сумма ряда. Равномерная 
сходимость функциональных рядов. Признак Вейерштрасса 
равномерной сходимости. Свойства равномерно сходящихся 

функциональных рядов: теоремы о непрерывности суммы, о почленном 
дифференцировании и почленном интегрировании 

 

 
 
 

(7.2.1)

 
 

  

(7.2.1).
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(7.2.1)

 
 

  

(7.2.1)
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Степенные ряды, теорема Абеля. Радиус, интервал и область сходимости 
степенного ряда. Свойства степенных рядов 
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Сходимость степенного ряда. Интервал сходимости, радиус сходимости и 
область сходимости 
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Ряды Тейлора. Достаточные условия представления функции рядом 
Тейлора. Разложение основных функций в ряд Маклорена. Применение 
рядов в приближенных вычислениях. Приложение степенных рядов к 
решению дифференциальных уравнений и вычислению определённых 

интегралов 
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Подставляем единицы в формулу Маклорена и получаем наше 

табличное разложение. Аналогично можно вывести некоторые другие 
табличные разложения. 

 
 

Разложение основных функций в Ряд Маклорена 
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Применение рядов в приближенных вычислениях 
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Приложение степенных рядов к решению дифференциальных 
уравнений и вычислению определённых интегралов 
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ТЕМА 8. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
 

8.1. Основные понятия и теоремы теории вероятностей 
 

Предмет и метод теории вероятностей 
 

Теория вероятностей – это математическая наука, изучающая 
закономерности в случайных явлениях. 

Одна из основных задач теории вероятностей состоит в выяснении 
закономерностей, возникающих при взаимодействии большого числа 
случайных факторов. 

Предметом теории вероятностей является изучение вероятностных 
закономерностей массовых однородных случайных событий.  

Знание закономерностей, которым подчиняются массовые случайные 
события, позволяет предвидеть, как эти события будут протекать.  

Методы теории вероятностей широко применяются в различных 
отраслях естествознания и техники: в теории надежности, теории массового 
обслуживания, теории стрельбы, теории автоматического управления, во 
многих теоретических и прикладных науках.  

Теория вероятностей служит также для обоснования математической и 
прикладной статистики, которая в свою очередь используется при 
планировании и организации производства. 

 
Классификация событий 

 
Событием называется любой факт, который в результате опыта может 

произойти или не произойти.  
Под опытом понимается некоторая воспроизводимая совокупность 

условий, в которой наблюдается то или иное явление.  
Опыт может представлять как одно испытание, так и серию испытаний. 
С событиями связываются некоторые числа, характеризующие степень 

объективной возможности появления этих событий, 
называемые вероятностями событий. 

Достоверным называется событие, которое происходит в каждом 
опыте. 

Невозможным называется событие, которое в результате опыта 
произойти не может. 

Случайным называют событие, которое при осуществлении 
совокупности условий может произойти либо не произойти.  

Каждое случайное событие – следствие некоторых случайных причин. 
Несколько событий образуют полную группу, если в результате 

испытания появится хотя бы одно из них. Другими словами, появление хотя 
бы одного из событий полной группы есть достоверное событие.  
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Несовместные события – появление одного события исключает 
возможность появления другого. Два несовместных события, из которых 
одно должно обязательно произойти, называются противоположными.  

Равновозможные события – появление одного из них не является 
более возможным, чем другое. 

 
Алгебра событий 

 
Для упрощения записи и возможности логического построения 

рассуждений в теории вероятностей вводятся операции над событиями. И на 
их основе строится алгебра событий - алгебра подмножеств пространства 
элементарных событий, элементами которого служат элементарные события. 

Приведем теоретико-множественную трактовку основных понятий 
теории вероятностей. 

Множество всех взаимоисключающих исходов эксперимента 
называется пространством элементарных событий. Пространство 
элементарных событий будем обозначать буквой Ω, а его исходы – буквой ω, 
т.е. Ω∈ω.  

Пример 1. Выпадение на игральной кости: одного очка ω1,….., 
выпадение шести очков ω6. Это элементарные события и их уже нельзя 
разбить на более мелкие.  

На практике интересуют события неэлементарные. 
Событие может быть определено как произвольное подмножество из 

пространства элементарных событий Ω. 
Суммой двух событий А и В (обозначается A+В или А∪B) называется 

событие, состоящее из всех исходов, входящих либо в А, либо в В. Другими 
словами, под A+В понимают следующее событие: произошло или событие А, 
или событие В, либо ,если это возможно, они произошли одновременно, т.е. 
произошло хотя бы одно из событий А или В.  

В примере 1 событие В, состоящее в выпадении нечетного числа очков, 
есть В = ω1 + ω3 + ω5. 

Произведением двух событий А и В (обозначается АВ или A∩B) 
называется событие, состоящее из тех исходов, которые входят как в А, так и 
в В. Иными словами, АВ означает событие, при котором события А и В 
наступают одновременно.  

Пример 2. Если событие А состоит в том, что из колоды карт извлечена 
карта пиковой масти, а событие В – в том, что из колоды вынута дама, то 
событием АВ будет извлечение из колоды дамы пик. 

Разностью двух событий А и В (обозначается А – В или А\В) 
называется событие, состоящее из исходов, входящих в А, но не входящих в 
В.  

Смысл события состоит в том, что событие А наступает, но при этом не 
наступает событие В.  
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В примере 2 А\В – извлечение из колоды любой карты пиковой масти, 
кроме дамы. Наоборот, В\А – извлечение дамы любой масти, кроме пик.  

 
Геометрическая интерпретация основных действий над событиями 

с помощью диаграмм Эйлера-Венна 
 

 
 

Классическое определение вероятности 
 

Для практической деятельности важно уметь сравнивать события по 
степени возможности их наступления.  

Численная мера степени объективной возможности наступления 
события называется вероятностью события. 

Это определение, качественно отражающее понятие вероятности 
события, не является математическим.  

Чтобы оно таковым стало, необходимо определить его количественно.  
Пусть число возможных исходов опыта равно n (общее число элементарных 
исходов), а при т из них происходит некоторое событие А (число 
благоприятных исходов), тогда при сделанных ранее предположениях на 
испытание, вероятность P(A) случайного события А, наступившего в данном 
испытании вычисляется по формуле: 

 
 
Это классическое определение вероятности. 
 
Свойства вероятности 
Свойство 1. Вероятность достоверного события равна единице. 
Действительно, если событие достоверно, то каждый элементарный 

исход испытания благоприятствует событию. В этом случае т = 
п, следовательно, 

P(A) = m / n = n / n = 1. 
Свойство 2. Вероятность невозможного события равна нулю. 
Действительно, если событие невозможно, то ни один из элементарных 

исходов испытания не благоприятствует событию. В этом случае m = 0, 
следовательно, 

Р (А) = m/n = 0/n = 0. 
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Свойство 3. Вероятность случайного события есть положительное 
число, заключенное между нулем и единицей. 

Действительно, случайному событию благоприятствует лишь часть из 
общего числа элементарных исходов испытания. В этом случае 0 < m < n, 
значит, 0 < m / n < 1 , следовательно, 

0 < Р (А) < 1 . 
 

Элементы комбинаторики 
 

При вычислении вероятностей часто приходится использовать 
некоторые формулы комбинаторики – раздела математики, изучающего 
комбинации, которые можно составить по определенным правилам из 
элементов заданного, обычно конечного, множества.  

Определим основные такие комбинации: 
1. Правило суммы.  
Если объект А можно выбрать m способами, а другой объект В можно 

выбрать n способами, то выбор «А или В» можно осуществить m+n 
способами.  

2. Правило умножения.  
Если объект А можно выбрать m способами и если после каждого 

такого выбора объект В можно выбрать n способами, то выбор «А и В» в 
указанном порядке можно осуществить mn способами.  

Эти правила дают удобные универсальные методы решения многих 
комбинаторных задач.  

Перестановки – это комбинации, составленные из всех п элементов 
данного множества и отличающиеся только порядком их расположения.  

Число всех возможных перестановок: 

 
Пример 3. Сколько различных списков (отличающихся порядком 

фамилий) можно составить из 7 различных фамилий?  
Решение. Р7

 = 7! = 2·3·4·5·6·7 = 5040.  
 
Размещения – комбинации из т элементов множества, содержащего п 

различных элементов, отличающиеся либо составом элементов, либо их 
порядком.  

Число всех возможных размещений:  

 
 
Пример 4. Сколько возможно различных вариантов пьедестала почета 

(первое, второе, третье места), если в соревнованиях принимают участие 10 
человек?  

Решение.  
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Сочетания – неупорядоченные наборы из т элементов множества, 
содержащего п различных элементов (то есть наборы, отличающиеся только 
составом элементов).  

Число сочетаний: 

 
Пример 5. В отборочных соревнованиях принимают участие 10 

человек, из которых в финал выходят трое. Сколько может быть различных 
троек финалистов?  

Решение. В отличие от предыдущего примера, здесь не важен порядок 
финалистов, следовательно, ищем число сочетаний из 10 по 3: 

 
 

Теоремы сложения и умножения вероятностей 
 
Теорема 1 (теорема сложения).  
Вероятность P(А + В) суммы событий А и В равна  

Р (А + В ) = P(А) + P(В) – P(АВ). 
 

 
Следствие 1. Теорему 1 можно распространить на случай суммы 

любого числа событий. Например, для суммы трех событий А, В и С 
Р(А + В + С) = 
= P(А) + P(В) + P(С) – P(АВ) – P(АС) – P(ВС) + P(АВС) 
Следствие 2. Если события А и В несовместны, то тАВ = 0, и, 

следовательно, вероятность суммы несовместных событий равна сумме их 
вероятностей: 

Р(А + В) = P(А) + P(В) 
Следствие 3. Сумма вероятностей противоположных событий равна 1: 
P(А) + P(А) = 1 
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Доказательство. Так как А и А  образуют полную группу, то одно из 
них обязательно произойдет в результате опыта, то есть событие А +А 

является достоверным. Следовательно, Р( А +А) = 1. Но, так как А и А  
несовместны, из следствия 2 следует, что Р(А +А) = P(А) + P(А). Значит, P(А) 
+ P(А) = 1, что и требовалось доказать.  

Замечание. В ряде задач проще искать не вероятность заданного 
события, а вероятность события, противоположного ему, а затем найти 
требуемую вероятность по формуле следствия 3. 

Пример 6. Из урны, содержащей 2 белых и 6 черных шаров, 
случайным образом извлекаются 5 шаров. Найти вероятность того, что 
вынуты шары разных цветов.  

Решение. Событие А, противоположное заданному, заключается в том, 
что из урны вынуто 5 шаров одного цвета, а так как белых шаров в ней всего 
два, то этот цвет может быть только черным. Множество возможных исходов 
опыта найдем по формуле сочетания:  

 
При изучении реальных случайных явлений иногда возникает или 

искусственно создается ситуация, когда мы получаем дополнительную 
информацию о возможных исходах опыта Ω.  

Пример 7. Допустим, что студент из 30 билетов успел выучить билеты 
с 1-го по 3-й и с 28-го по 30-й. На экзамен он пришел одиннадцатым, и 
оказалось, что к его приходу остались только билеты с 1-го по 20-й (событие 
А). Вероятность события В={студент получил выученный билет} без 
дополнительной информации о том, что событие А произошло, может быть 
вычислена по классическому определению с Ω={1,2,…,30}. Согласно 
формуле вероятности: 

 
 

При дополнительной информации (событие А произошло) множество 
возможных исходов А состоит из 20 элементарных исходов, а событие В 
вместе с А наступает в 3 случаях.  

Следовательно, в данном примере естественно определить условную 
вероятность события В при условии, что событие А произошло, как  

 



170 
 

 
Замечание. Понятие условной вероятности используется в основном 

в случаях, когда осуществление события А изменяет вероятность события В.  
 
Теорема 2 (теорема умножения).  
Вероятность произведения двух событий равна произведению 

вероятности одного из них на условную вероятность другого при условии, 
что первое событие произошло:  

P (АВ) = P (А) · PA
 (В)  

 
Пример 10. Для поражения цели необходимо попасть в нее дважды. 

Вероятность первого попадания равна 0,2, затем она не меняется при 
промахах, но после первого попадания увеличивается вдвое. Найти 
вероятность того, что цель будет поражена первыми двумя выстрелами.  

Решение. Пусть событие А – попадание при первом выстреле, а 
событие В – попадание при втором. Тогда P(А) = 0,2, PA(В) = 0,4, P(АВ) = 
0,2·0,4 = 0,08.  

Следствие. Если подобным образом вычислить вероятность события 
ВА, совпадающего с событием АВ, то получим, что P(ВА) = P(В) · PB(А). 
Следовательно,  

P(А) · PA(В) = P(В) · PB(А).  
Событие В называется независимым от события А, если появление 

события А не изменяет вероятности В, то есть  
PA

 (В) = P(В).  
Замечание. Если событие В не зависит от А, то и А не зависит от В. 

Действительно, при этом следует, что P(А)·P(В)=P(В)·PB(А), откуда PB(А) = 
P(А).  

Значит, свойство независимости событий взаимно.  
Теорема умножения для независимых событий имеет вид:  
P(АВ)=P(А)·P(В)  
то есть вероятность произведения независимых событий равна 

произведению их вероятностей.  
При решении задач теоремы сложения и умножения обычно 

применяются вместе.  
Пример 11.  Два стрелка делают по одному выстрелу по мишени. 

Вероятности их попадания при одном выстреле равны соответственно 0,6 и 
0,7. Найти вероятности следующих событий:  
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А – хотя бы одно попадание при двух выстрелах;  
В – ровно одно попадание при двух выстрелах;  
С – два попадания;  
D – ни одного попадания.  
Решение. Пусть событие Н1

 – попадание первого стрелка, Н2 – 
попадание второго. Тогда  

А = Н1 + Н2, B = H1*Н2 + Н1*Н2, С = Н1*Н2, D = Н1*Н2 . 
События Н1 и Н2 совместны и независимы, поэтому теорема сложения 

применяется в общем виде, а теорема умножения – в виде теоремы 
умножения для независимых событий. Следовательно, P(С) = 0,6·0,7 = 0,42, 
P(А) = 0,6 + 0,7 – 0,42 = 0,88, 

P(B) = 0,6·0,3 + 0,7·0,4 = 0,46 (так как события Н1*Н2 и Н1*Н2 
несовместны), P(D) = 0,4·0,3 = 0,12.  

События А и D являются противоположными, поэтому 
P(А) = 1 – P(D). 
 
Относительная частота. Статистическое определение вероятности 
 
Классическое определение вероятности применимо только для очень 

узкого класса задач, где все исходы опыта удовлетворяют жестким условиям, 
и не является пригодным для изучения произвольных случайных событий. В 
большинстве реальных задач эта схема неприменима. Так, она неприемлема, 
если результаты испытания не равновозможны.  

Для таких ситуаций существует понятие относительной частоты 
W(A) события A как отношения числа опытов, в которых наблюдалось 
событие А, к общему количеству проведенных испытаний:  

 
где N – общее число опытов, М – число опытов, в которых появилось 

событие А.  
Большое количество экспериментов показало, что если опыты 

проводятся в одинаковых условиях, то для большого количества испытаний 
относительная частота W(A) изменяется мало, колеблясь около некоторого 
постоянного числа P*(A). Это число P*(A) = W(A) можно считать 
вероятностью рассматриваемого события.  

В отличие от «математической» вероятности P(A), рассматриваемой в 
классическом определении, статистическая вероятность P*(A) является 
характеристикой опытной, экспериментальной. 

Таким образом, статистической вероятностью события считают 
его относительную частоту или число, близкое к ней.  

Замечание 1. Из формулы относительной частоты следует, что 
свойства вероятности, доказанные для ее классического определения, 
справедливы и для статистического определения вероятности.  
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Статистическое определение вероятности применимо не к любым 
событиям с неопределенными исходами, которые в житейской практике 
считаются случайными, а только к тем из них, которые обладают 
определенными свойствами:  

       1) Рассматриваемые события должны быть исходами только тех 
испытаний, которые могут быть воспроизведены неограниченное число раз 
при одном и том же комплексе условий;  

       2) События должны обладать, так называемой, статистической 
устойчивостью или устойчивостью относительных частот. Это означает, что 
в различных сериях испытаний относительная частота события изменяется 
незначительно (тем меньше, чем больше число испытаний), колеблясь около 
постоянного числа.  

Замечание 2. Недостатком статистического определения является 
неоднозначность статистической вероятности.  

Пример 12. Если в задаче задается вероятность попадания в мишень 
для данного стрелка (например, р=0,7), то эта величина получена в 
результате изучения статистики большого количества серий выстрелов, в 
которых этот стрелок попадал в мишень, например, около семидесяти раз из 
каждой сотни выстрелов. 

 
Геометрическая вероятность 

 
Одним из недостатков классического определения вероятности 

является то, что оно неприменимо к испытаниям с бесконечным количеством 
исходов. В некоторых случаях можно воспользоваться понятием 
геометрической вероятности.  

Пусть на отрезок MN наудачу брошена точка. Это означает, что точка 
обязательно попадет на отрезок MN (событие Ω) и с равной возможностью 
может совпасть с любой точкой этого отрезка. При этом вероятность 
попадания точки на любую часть отрезка MN не зависит от расположения 
этой части на отрезке и пропорциональна его длине. Тогда вероятность того, 
что брошенная точка попадет на отрезок CD (событие А), являющийся 
частью отрезка MN, вычисляется по формуле: 

 
где l – длина отрезка CD, а L – длина отрезка MN. 
Можно дать аналогичную постановку задачи для точки, брошенной на 

плоскую область G и вероятности того, что она попадет на часть этой 
области g: 

 
где s – площадь части g области G, а S – площадь всей области G.  
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В трехмерном случае вероятность того, что точка, случайным образом 
расположенная в теле, попадет в его часть, задается формулой: 

 
где v – объем части тела, а V – объем всего тела. 
 

Обобщение формул геометрической вероятности 
Пусть событие Ω означает, что точка случайным образом попадает во 

множество Ω и, аналогично, А– точка попадет в подмножество A⊂Ω, причем 
точка наверняка попадает во множество Ω, т.е. событие А– достоверно. Пусть 
далее вероятность Р(А) события А пропорциональна геометрической мере 
mes(A) (от французского mesure–мера) и мера mes(Ω) множества Ω конечна. 
Тогда естественно определить P(А) соотношением: 

 
 
 

Формула полной вероятности, формула Байеса 
 

Следствием двух основных теорем теории вероятностей – теоремы 
сложения и умножения – являются формулы полной вероятности и формулы 
Байеса.    
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Следствием  теоремы  умножения  и формулы полной вероятности  
является  формула Байеса. 

 
Значение формулы Байеса состоит в том, что при наступлении события 

А, т.е. по мере получения новой информации, мы можем проверять и 
корректировать выдвинутые до испытания гипотезы. Такой подход, 
называемый байесовским, дает возможность корректировать управленческие 
решения в экономике, оценки неизвестных параметров распределения 
изучаемых признаков в статистическом анализе и т.п. 

 

 
 
 

8.2. Схема повторных независимых испытаний 
 

Последовательность независимых повторных испытаний (схема 
Бернулли) 

На практике часто приходится сталкиваться с задачами, которые можно 
представить в виде многократно повторяющихся испытаний при данном 
комплексе условий, в которых представляет интерес вероятность числа m 
наступлений некоторого события A в n испытаниях.  
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     Последовательные испытания называются независимыми 
относительно события A, если вероятность осуществления любого исхода 
в n-м по счету испытании не зависит от реализации исходов предыдущих 
испытаний.  

     Если независимые повторные испытания проводятся при одном и 
том же комплексе условий, то вероятность наступления события A в каждом 
испытании одна и та же.  

Простейшим классом повторных независимых испытаний является 
последовательность независимых испытаний с двумя исходами («успех» 
и «неуспех») и с неизменными вероятностями  «успеха»  p  и  «неуспеха»  
q = 1 – p  в  каждом испытании.  

     Описанная последовательность независимых испытаний получила 
название схемы Бернулли.  

     Примерами повторных независимых испытаний с двумя исходами 
могут служить: 
 многократное подбрасывание монеты; 
 стрельба по цели n раз одиночными выстрелами, если нас интересует 

только попадание или промах; 
 массовый контроль деталей, при котором требуется только установить, 

какой является деталь – стандартной или нестандартной. 
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Формула Бернулли 
 

 
 

 
Пример. Изделия некоторого производства содержат 5% брака. Найти 

вероятность того, что среди пяти взятых наугад изделий: а) нет ни одного 
испорченного; б) два испорченных.  

Решение.  
       а) По условию задачи n = 5, p = 0,05. Так как вероятность 

наступления события А (появление бракованной детали) постоянна для 
каждого испытания, то задача подходит под схему Бернулли. Находим 
вероятность того, что среди пяти взятых наудачу изделий нет ни одного 
испорченного n = 5, m = 0, p = 0,05.  

 
 

 

 
 
Пример. По данным предыдущего примера найти наивероятнейшее 

число появления бракованных деталей из 5 отобранных и вероятность этого 
числа.  
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Теорема Пуассона 
 

 

 

 
 

Пример. На факультете насчитывается 1825 студентов. Какова 
вероятность того, что 1 сентября является днем рождения одновременно 
четырех студентов факультета?  
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Локальная и интегральная теорема Муавра-Лапласа 
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Вычислить каждое слагаемое можно по локальной формуле Муавра-
Лапласа, но большое количество слагаемых делает расчет весьма 
громоздким. В таких случаях используется следующая теорема.  
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8.3. Случайные величины и их основные законы распределения 
 

Случайные величины (дискретные и непрерывные) 
 

Наряду с понятием случайного события в теории вероятности 
используется понятие случайной величины.  

     Случайной величиной называется переменная величина, которая в 
результате испытания в зависимости от случая принимает одно из 
возможного множества своих значений, причем заранее неизвестно, какое 
именно.  
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     Будем обозначать случайные величины заглавными буквами 
латинского алфавита (Х,Y,Z,…), а их возможные значения – 
соответствующими строчными буквами (x, y,…).  

Примеры:  
 число очков, выпавших при броске игральной кости;  
 число появлений герба при 10 бросках монеты;  
 число выстрелов до первого попадания в цель;  
 расстояние от центра мишени до пробоины при попадании.  

     Можно заметить, что множество возможных значений для 
перечисленных случайных величин имеет разный вид: для первых двух 
величин оно конечно (соответственно 6 и 10 значений), для третьей 
величины множество значений бесконечно, но счетно и представляет собой 
множество натуральных чисел, а для четвертой – все точки отрезка, длина 
которого равна радиусу мишени.  

     Таким образом, для первых трех величин множество значений из 
отдельных (дискретных), изолированных друг от друга значений, а для 
четвертой оно представляет собой непрерывную область. 

Cлучайные величины подразделяются на две группы: дискретные и 
непрерывные.  

     Случайная величина называется дискретной (ДСВ), если 
множество {x1, x2, …, xn, …} ее возможных значений конечно или счетно (т.е. 
если все ее значения можно занумеровать).  

     Случайная величина называется непрерывной (НСВ), если 
множество ее возможных значений целиком заполняет некоторый конечный 
или бесконечный интервал или системы интервалов на числовой оси.  

 
 

Закон распределения случайной величины 
 

Законом распределения случайной величины называется всякое 
соотношение, устанавливающее связь между возможными значениями 
случайной величины и вероятностями, с которыми она принимает эти 
значения.  

      В этом случае про случайную величину говорят, что она 
распределена по данному закону распределения или подчинена этому закону 
распределения.  

     Для задания дискретной случайной величины нужно знать все ее 
возможные значения и вероятности, с которыми принимаются эти значения, 
т.е. задать ее закон распределения, который может иметь вид таблицы, 
формулы или графика.  

      
Таблица, в которой перечислены все ее возможные значения 

дискретной случайной величины и соответствующие им вероятности, 
называется рядом распределения. Для удобства возможные значения 
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дискретной случайной величины располагают в таблицу в порядке их 
возрастания:  

 
 

 
 

 
Ряд распределения дискретной случайной величины можно изобразить 

графически в виде полигона или многоугольника распределения 
вероятностей.  

     Для этого по горизонтальной оси в выбранном масштабе нужно 
отложить значения случайной величины, а по вертикальной – вероятности 
этих значений.  

     Тогда точки с координатами (xi, pi) будут изображать полигон 
распределения вероятностей, соединив же эти точки отрезками прямой, 
получим многоугольник распределения вероятностей.  
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До сих пор в качестве описания ДСВ мы рассматривали ее закон 

распределения, представляющий собой ряд распределения.  
     Однако такое описание случайной величины X не является 

единственным, а главное, не универсально.  
     Так оно не применимо для непрерывной случайной величины 

(НСВ), т.к.  
 во-первых, нельзя перечислить все бесконечное несчетное множество 

ее значений;  
 во-вторых, вероятности каждого отдельно взятого значения НСВ равны 

нулю.  
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Функция распределения случайной величины и ее свойства 
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Основные числовые характеристики дискретных и непрерывных 
случайных величин 

 
Закон распределения (функция распределения и ряд распределения или 

плотность вероятности) полностью описывают поведение случайной 
величины. Однако такой закон распределения бывает трудно обозримым, не 
всегда удобным и даже необходимым для анализа.  

В ряде задач достаточно знать некоторые числовые характеристики 
исследуемой величины (например, ее среднее значение и возможное 
отклонение от него), чтобы ответить на интересующий вопрос.  

Рассмотрим основные числовые характеристики дискретных и 
непрерывных случайных величин.  

Начнем с примера… 



186 
 

 
 
 

 
 

Математическое ожидание ДСВ 
 

 
Пример 6. Найдем математическое ожидание случайных величин и из 

примера 5.  
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Пример 7. Найдем математическое ожидание случайной величины Х – 
числа стандартных деталей среди трех, отобранных из партии в 10 деталей, 
среди которых 2 бракованных.  

 
 

 

 
Пример 8. Найти математическое ожидание суммы числа очков, 

выпавших при броске пяти игральных костей.  
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Математическое ожидание НСВ 
 

Введем понятие математического ожидания для непрерывной случайной 
величины. 

 
Этот определенный интеграл называют математическим ожиданием 

рассматриваемой НСВ Х. 
 

 

 
 

 

 
 

Дисперсия 
 

Для того чтобы иметь представление о поведении случайной величины, 
недостаточно знать только ее математическое ожидание: зная 
математическое ожидание, нельзя сказать, какие значения принимает 
случайная величина и как они отклоняются от среднего значения. Чтобы 
знать, как рассеяны значения случайной величины вокруг ее 
математического ожидания, вводят другую числовую характеристику, 
называемую дисперсией. За меру рассеяния нельзя принять отклонение СВ 
от ее математического ожидания. Вследствие этого рассматривают их 
квадраты.  

Пример 9. Рассмотрим две случайные величины: Х и Y, заданные 
рядами распределения вида  
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190 
 

 

 
 

Среднее квадратическое отклонение 
 

 
 
 

Интерпретация математического ожидания и дисперсии в финансовом 
анализе 
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Мода и медиана. Квантили. Моменты случайной величины. Асимметрия 
и аксцесс 
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Биномиальный закон распределения 
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Закон Пуассона 
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Геометрическое и гипергеометрическое распределение 
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Равномерный закон распределения 
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Показательный закон распределения 
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Нормальный закон распределения 
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203 
 

ТЕМА 9. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 
 

9.1. Основы математической статистики 
 

 

 
Генеральная совокупность и выборка. Сущность выборочного метода 
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206 
 

Вариационный ряд 
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Эмпирическая функция распределения и ее свойства 
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Графическое изображение вариационных рядов: полигон, гистограмма 
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9.2. Статистическое оценивание 
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Виды оценок 
 

 

 
Классификация точечных оценок 
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Точечные оценки математического ожидания и дисперсии 
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Методы получения оценок параметров распределения 
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9.3. Проверка статистических гипотез 
 

Постановка задачи, основные понятия 
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Критерий Колмогорова 
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Критерий хи-квадрат Пирсона 
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Построение критерия с помощью доверительного интервала 

 

 
Проверка гипотез в случае двух выборок 
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Критерий Колмогорова-Смирнова однородности двух выборок 
 

Пусть 
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Дисперсионный анализ: однофакторная модель 
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ТЕМА 10. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 
 

10.1. Линейное программирование 
 

Математическое программирование (МП) – область прикладной 
математики, разрабатывающая теорию и численные методы решения 
многомерных экстремальных задач с ограничениями, т.е. задач на экстремум 
функции многих переменных с ограничениями на область изменения этих 
переменных. 

 
Модель задачи МП можно записать в виде: 
 

)...,,,(max(min) 21 nxxxff = ,     (10.1) 

ini bxxx },,){...,,,( 21 ≥=≤ϕ , mi ,1= ,     (10.2) 
0≥jx , nj ,1= .        (10.3) 

 
(10.1) – целевая функция (ЦФ) (показатель эффективности, критерий 

оптимальности и др.). ЦФ позволяет выбирать наилучший вариант из 
множества возможных, который доставляет ей экстремальное значение. Это 
может быть прибыль, объем выпуска или реализации, затраты производства, 
издержки обращения, отходы и т.д.  

 
(10.2) – основные ограничения, (10.3) – прямые ограничения. 

Математически ограничения выражаются в виде уравнений и неравенств. Их 
совокупность образует область допустимых решений (ОДР) (область 
экономических возможностей). 

 
Совокупность неизвестных величин ),...,,( 21 nxxxX = , действуя на 

которые, систему можно совершенствовать, будем называть планом задачи 
(решением, управлением, стратегией, поведением и др.). 

 
План ),...,,( 21 nxxxX = , удовлетворяющий системе ограничений, т.е. 

основным (10.2) и прямым (10.3) ограничениям задачи, называется 
допустимым. 

 
Допустимый план, доставляющий ЦФ экстремальное значение, 

называется оптимальным и обозначается *X . 
 
Экстремальное значение ЦФ обозначается )(max(min) ** Xfff == . 
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Примеры экономических задач линейного программирования 
 

Линейное программирование (ЛП) – раздел МП, в котором 
разрабатываются методы отыскания экстремума линейных функций многих 
переменных при линейных дополнительных ограничениях, налагаемых на 
эти переменные. 

 
а) Задача о наилучшем использовании ресурсов.  
 
Пусть некоторая производственная единица производит n видов 

продукции, при этом используется m видов ресурсов.  
Известны следующие параметры: jc , nj ,1=  – цена единицы продукции 

j–го вида; ib , mi ,1=  – количество i–го ресурса; ija , mi ,1= , nj ,1=  – 
количество i–го ресурса для производства единицы продукции j–го вида. 

 
Требуется определить план производства ),,,( **

2
*
1

*
nxxxX 2= , т.е.  

планируемый объем производства каждого вида продукции, при котором 
обеспечивается максимальная прибыль при имеющихся ресурсах. 

 
Так как  jc   – цена единицы продукции j–го вида, то цена jx  единиц 

будет равна jj xc , а  общий объем реализации составит: 
 

∑
=

=+++=
n

j
jjnn xcxcxcxcF

1
2211 ... . 

 
Так как ija  – расход i–го ресурса на производство единицы продукции j–

го вида, тогда расход этого ресурса на производство jx  единиц будет равен  

jij xa , а расход i–го ресурса на выпуск всех n видов продукции, который не 
должен превышать ib , составит: 

 

i

n

j
jijninii bxaxaxaxa ≤=+++ ∑

=1
2211 ... , mi ,1= . 

 
Чтобы искомый план был реален, наряду с ограничениями на ресурсы, 

нужно на объемы  выпуска продукции наложить условия неотрицательности, 
т.е. 0≥jx , nj ,1= . 

 
Таким образом, ЭММ о наилучшем использовании ресурсов примет вид: 
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б) Задача о диете (о рационе).  
 
Пусть имеется n продуктов питания, в которых содержится m полезных 

веществ.  
 
Известны следующие параметры: jc , nj ,1=  – цена единицы j–го 

продукта; ib , mi ,1=  – минимальное количество  i–го полезного вещества, 
которое должно потребляться за определенный промежуток времени; ija , 

mi ,1= , nj ,1=  – содержание i–го полезного вещества в единице j–го 
продукта. 

 
Требуется определить количество  приобретения продуктов каждого 

вида ),,,( **
2

*
1

*
nxxxX 2= , обеспечивающие необходимое количество 

полезных веществ  при минимальной стоимости продуктов питания. 
 
Если  jc   – цена единицы  j–го продукта, тогда цена jx  единиц будет 

равна jj xc , а  цена n продуктов питания составит: 
 

∑
=

=+++=
n

j
jjnn xcxcxcxcF

1
2211 ... . 

 
Если ija  – содержание i–го полезного вещества в единице j–го 

продукта, тогда содержание i–го вещества в jx  единиц этого продукта равна  

jij xa , а содержание i–го вещества в n продуктах питания, которое должно 
быть не меньше ib , равно: 

 

i

n

j
jijninii bxaxaxaxa ≥=+++ ∑

=1
2211 ... , mi ,1= . 

 
ЭММ задачи о диете будет иметь вид: 
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.,1,0

,,1,

,min

1

1

njx

mibxa

xcF

j

i

n

j
jij

n

j
jj

=≥

=≥

=

∑

∑

=

=

 

 
Формы записи задачи ЛП 

 
Общей задачей ЛП называют задачу вида: 
 

.,1,
,,1,0

,,1,

,,1,

,,1,

,max(min)

1

1

2
1

21
1

1
1

1

nnjыепроизвольнx
njx

mmibxa

mmibxa

mibxa

xcF

j

j

i

n

j
jij

i

n

j
jij

i

n

j
jij

n

j
jj

+=−
=≥

+=>

+==

=<

=

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

 

 
Симметричной формой записи задачи ЛП называют задачу: 
 

,,1,0

,,1,

,max

1

1

njx

mibxa

xcF

j

i

n

j
jij

n

j
jj

=≥

=≤

=

∑

∑

=

=

 

или 

.,1,0

,,1,

,min

1

1

njx

mibxa

xcF

j

i

n

j
jij

n

j
jj

=≥

=≥

=

∑

∑

=

=

 

 
Канонической формой записи задачи ЛП называют задачу: 
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.,1,0

,,1,

,max(min)

1

1

njx

mibxa

xcF

j

i

n

j
jij

n

j
jj

=≥

==

=

∑

∑

=

=

 

 
 
Рассмотрим еще два употребляемых вида записи – матричную и 

векторную.  
Введем обозначения: 
 

[ ]ncccC ...21= ,   



















=

nx

x
x

X
...

2

1

,   ,

...
............

...

...

21

22221

11211



















=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A    



















=

mb

b
b

B
...

2

1

. 

 
Тогда каноническая форма задачи будет иметь вид: 
 

,0

,
......

...
............

...

...
,]][[max

2

1

2

1

21

22221

11211

2121

≥



















=




































=

X
b

b
b

x

x
x

aaa

aaa
aaa

xxxcccF

mnmnmm

n

n

T
nn 22

 или  
.0

,
,max

≥
=

=

X
BAX

CXF
 

 
Для того, чтобы записать векторную форму записи задачи, для столбцов 

матрицы A введем обозначения: 
 



















=

1

21

11

1 ...

ma

a
a

A ,   



















=

2

22

21

2 ...

ma

a
a

A ,   …,   



















=

mn

n

n

n

a

a
a

A
...
2

1

. 

 
Тогда каноническая задача примет вид: 
 

.0
,

,max

2211

≥
=+++

=

X
BxAxAxA

CXF

nn2  
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Способы преобразования 
 
При необходимости задачу минимизации можно заменить задачей 

максимизации, и наоборот.  
Для функции одной переменной это утверждение очевидно. Если *x  – 

точка минимума функции )(xfy = , то для функции )(xfy −=  она является 
точкой максимума, так как графики функций )(xfy =   и )(xfy −=  
симметричны относительно оси абсцисс.  

Итак, )).(max()(min ** xfxf −−=  То же самое имеет место и в случае 
функции n переменных: 

 
)).,...,,(max(),...,,(min **

2
*
1

**
2

*
1 nn xxxfxxxf −−=  

 
Пусть исходная задача ЛП имеет вид: 
 

∑
=

=
n

j
jj xcF

1
max ,       (10.4) 

i

n

j
jij bxa ≤∑

=1
, 1,1 mi = ,      (10.5) 

i

n

j
jij bxa ≥∑

=1
, mmi ,11 += ,     (10.6) 

0≥jx , nj ,1= .       (10.7) 
 
Преобразуем ее к каноническому виду.  
Введем m дополнительных (балансовых) неотрицательных переменных 

0≥+inx , mi ,1= .  
Для того чтобы неравенства (10.5) преобразовать в равенства, к их 

левым частям прибавим дополнительные переменные 0≥+inx , 1,1 mi = , а для 
преобразования неравенств (10.6) в равенства, из их левых частей вычтем 
дополнительные переменные 0≥+inx , mmi ,11 += , после чего системы 
неравенств (10.5) и (10.6) примут вид: 

 

iin

n

j
jij bxxa =+ +

=
∑

1
, 1,1 mi = ,     (10.8) 

iin

n

j
jij bxxa =− +

=
∑

1
, mmi ,11 += .    (10.9) 
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Систему уравнений (10.8)–(10.9) с условиями неотрицательности 

дополнительных переменных называют эквивалентной системе неравенств 
(10.5)–(10.6). 

Дополнительные переменные 0≥+inx , mi ,1= , в ЦФ вводятся с 
коэффициентами, равными нулю. Получим задачу в канонической форме: 

 
 

∑ ∑
= =

++=
n

j

m

i
injj xxcF

1 1
0max ,     (10.10) 

iin

n

j
jij bxxa =+ +

=
∑

1
, 1,1 mi = ,     (10.11) 

iin

n

j
jij bxxa =− +

=
∑

1
, mmi ,11 += ,    (10.12) 

0≥jx , nj ,1= , 0≥+inx , mi ,1= .    (10.13) 
 
Теорема. Каждому допустимому решению ),,,( 00

2
0

1 nxxx 2  задачи 
(10.4)–(10.7) соответствует вполне определенное допустимое решение 

),,,,,,( 00
1

00
2

0
1 mnnn xxxxx ++ 22  задачи (10.10)–(10.13), где 0≥+inx , mi ,1= , и 

наоборот,  каждому допустимому решению ),,,,,,( 00
1

00
2

0
1 mnnn xxxxx ++ 22  

задачи (10.10)–(10.13) соответствует допустимое решение ),,,( 00
2

0
1 nxxx 2  

задачи (10.4)–(10.7). 
 
Доказательство. Пусть ),,,( 00

2
0

1 nxxx 2  – допустимое решение задачи 
(10.4)–(10.7). Для условий (10.5) обозначим 

 

∑
=

+ ≥−=
n

j
jijiin xabx

1

00 0 , 1,1 mi = ,    (10.14) 

 
а для (10.6) 

 

∑
=

+ ≥−=
n

j
ijijin bxax

1

00 0 , mmi ,11 += .    (10.15) 

 
Из условий (10.14) и (10.15) следуют условия (10.11) и (10.12). Отсюда 

),,,,,,( 00
1

00
2

0
1 mnnn xxxxx ++ 22  есть определенное допустимое решение задачи 

(10.10)–(10.13). Аналогично доказывается обратное утверждение. 
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Так как дополнительные переменные 0

inx +  входят в ЦФ (10.10) с 
коэффициентами, равными нулю, то значения ЦФ (10.4) и (10.10)  при 
соответствующих допустимых решениях  одинаковы. Отсюда следует, что 
данные ЦФ  на множестве соответствующих допустимых решений достигают 
экстремального значения одновременно. Оптимальному решению  задачи 
(10.4)–(10.7) соответствует оптимальное решение  задачи (10.10)–(10.13), т.е. 
исходная задача и ее каноническая форма эквивалентны. 

 
Переход к симметричной форме записи можно осуществить двумя 

способами. 
1) Пусть в общей задаче ЛП имеются ограничения–равенства 

i

n

j
jij bxa =∑

=1
. Каждое такое ограничение равенство эквивалентно системе 

неравенств: 
 

i

n

j
jij bxa ≤∑

=1
, i

n

j
jij bxa ≥∑

=1
. 

 
Неравенство вида “ ≥ ” умножением обеих частей на -1 превращается в 

неравенство вида “ ≤ ”, и наоборот. 
 
2) Рассмотрим задачу ЛП в каноническом виде: 
 

.,1,0

,,1,

,max(min)

1

1

njx

mibxa

xcF

j

i

n

j
jij

n

j
jj

=≥

==

=

∑

∑

=

=

 

 
Приведем ее к симметричной форме. Пусть ранг системы основных 

ограничений равен m и nm < . Тогда система будет иметь бесконечное 
множество решений. Не ограничивая общности, можно считать, что в 
матрице системы линейно независимы первые m столбцов. Например, 
методом исключений Гаусса систему преобразуем к виду: 

 

∑
+=

==+
n

mj
ijiji mixx

1
,1,βα .     (10.16) 

 
Переменные mxxx ,,, 21 2  называются базисными переменными (БП), а 

nmm xxx ,,, 21 2++  – свободными переменными (СП).  
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Выразим ЦФ через свободные переменные. Для этого подставим 

значения ix  из равенств (10.16) в ЦФ,  получим: 
 

=++++++== ++
=

∑ nnmmmm

n

j
jj xcxcxcxcxcxcF  1111

1

+−++−+−= ∑∑∑
+=+=+=

)()()(
11

222
1

111

n

mj
jmjmm

n

mj
jj

n

mj
jj xcxcxc αβαβαβ 2  

 
 

−+++=+++ ++ )( 221111 mmnnmm cccxcxc βββ 22  
+−+++− +++++ 111,1,221,11 ))...[(( mmmmmmm xcccc ααα

++−++++ +++++  ,,,11 ))(( mmmmmmm xcccc ααα  
)]))(( ,,22,11 nnnmmnn xcccc −++++ ααα 2 . 

 
Введем обозначения: Бc  – вектор коэффициентов ЦФ, стоящих при 

базисных переменных,  B – вектор свободных членов в (10.16), kmA + , 
mnk −= ,1  – векторы коэффициентов при свободных переменных, т.е. 

 
Bcccc Бmm =+++=∆ βββ 110 , 

1111,1,221,111 )( +++++++ −=−+++=∆ mmБmmmmmmm cAccccc ααα 2 , 
……………………………….……………………………….., 

nnБnnmmnnn cAccccc −=−+++=∆ )( ,,22,11 ααα 2 . 
 

Используя эти обозначения, получаем, что ∑
+=

∆−∆=
n

mj
jj xF

1
0 .  

Так как 0≥jx , nj ,1= ,  из равенства (10.16) имеем, что i

n

mj
jij x βα ≤∑

+= 1
, 

mi ,1= .  
Модель задачи ЛП принимает вид: 
 

∑
+=

∆−∆=
n

mj
jj xF

1
0max , 

i

n

mj
jij x βα ≤∑

+= 1
, mi ,1= , 

0≥jx , nmj ,1+= . 
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Отметим, что в любом случае при подстановке базисных переменных в 

ЦФ справедлива формула: 
 

∑
=

∆−∆=
n

j
jj xF

1
0 ,  

 
где njcAcBc jjБjБ ,1,,0 =−=∆=∆ .  

Последние формулы используют для контроля вычислений при решении 
задачи ЛП симплексным методом. 

 
 
В ряде производственно–экономических ситуаций не на все переменные 

налагаются условия неотрицательности. В подобных ситуациях, каждую из 
переменных kx , на которую не наложено условие неотрицательности, 
заменим разностью двух неотрицательных переменных '

kx  и "
kx , т.е. 

"'
kkk xxx −= , где 0' ≥kx ,  0" ≥kx . 

 
 

Графический метод решения задач ЛП 
 
Рассмотрим задачу ЛП с двумя переменными: 
 

2211max(min) xсxсF += ,     (10.17) 

iii bxaxa },,{2211 ≥=≤+ , mi ,1= ,    (10.18) 
0≥jx , nj ,1= .       (10.19) 

 
Дадим геометрическую интерпретацию элементов этой задачи.  
Каждое из ограничений (10.18) и (10.19) задает на плоскости  21Oxx  

некоторую полуплоскость. Полуплоскость – выпуклое множество.  
Пересечение любого числа выпуклых множеств является выпуклым 
множеством. Отсюда следует, что ОДР задачи (10.17)–(10.19) является 
выпуклое множество. Отметим, что областью допустимых решений может 
быть выпуклый многоугольник, неограниченная выпуклая многоугольная 
область, единственная точка, прямая линия, луч, отрезок, пустое множество. 

Перейдем к геометрической интерпретации ЦФ. Пусть областью 
допустимых решений является многоугольник 654321 AAAAAA  (рис.10.1). 
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Рисунок 10.1. 
 
Выберем произвольное значение 0FF = . Получим 02211 Fxcxc =+  – это 

уравнение прямой линии (NM). В точках прямой (NM) ЦФ сохраняет одно и 
тоже постоянное значение 0F . Считая в (10.17)  F  параметром, получим 
уравнение семейства параллельных прямых, называемых линиями уровня 
ЦФ (линиями постоянного значения). 

Для того, чтобы установить направление возрастания (убывания) ЦФ, 

найдем частные производные ЦФ по 1x  и 2x : 1
1

c
x
F

=
∂
∂ , 2

2
c

x
F

=
∂
∂ . Частные 

производные ЦФ 1c  и 2c  показывают скорость ее возрастания вдоль осей 1Ox  
и 2Ox  соответственно. 

Вектор ),( 21 ccс =
  называется градиентом функции  и показывает 

направление наискорейшего возрастания. 
Вектор ),( 21 ccс −−=−

  называется антиградиентом функции  и 
показывает направление наискорейшего убывания. 

Векторы с   и с−  перпендикулярны  прямым Fxcxc =+ 2211 . 
 
Из геометрической интерпретации следует алгоритм графического 

метода решения: 
1) с учетом системы ограничений строим область допустимых решений; 
2) cтроим вектор наискорейшего возрастания ЦФ – вектор градиентного 

направления с ; 
3) проводим произвольную линию уровня 0FF =   (проще провести 
0=F ), перпендикулярную вектору с ; 

0=F

c

1x

2x

0

1A

2A

3A
4A

6A

5A
)(max 4AfF =

)(min 1AfF =

N

M
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4) при решении задачи на максимум перемещаем линию уровня 0=F   в 

направлении вектора с  до крайней точке ОДР, в случае решения задачи на 
минимум линию уровня перемещаем в антиградиентном направлении; 

5) определяем оптимальный план ),( *
2

*
1

* xxX =  и экстремальное значение 
ЦФ )(max(min) *XfF = . 

 
Свойства решений задач ЛП 

 
Рассмотрим задачу ЛП в векторном виде:  
 

CXF =max , 
BxAxAxA nn =+++ 11 , 

0≥X . 
 
Будем считать, что базис составляют первые m векторов mAAA ,...,, 21 . 

Этому базису соответствуют БП mxxx ,...,, 21 , а свободными будут 
переменные nmm xxx ,...,, 21 ++ . 

 
Теорема. Если система векторов nAAA ,...,, 21  содержит m линейно–

независимых векторов mAAA ,...,, 21 , то допустимое решение вида 
 

)0,...,0,,...,,( 21 mxxxX = , 0>jx , mj ,1= ,    (10.20) 
 

является крайней точкой многогранника планов. 
 
Доказательство. Т.к. векторы mAAA ,...,, 21  линейно независимы, то 

вектор В может быть выражен через них единственным образом: 
 

BxAxAxA mm =+++ ...2211 .     (10.21) 
 
Предположим, что точка (10.21) не является крайней. Тогда ее можно 

представить как выпуклую линейную комбинацию двух других различных 
крайних точек 1X  и 2X  многогранника планов:  

 
2211 XXX λλ += , 01 >λ , 02 >λ , 121 =+ λλ ,    (10.22) 

 
где ),...,,,...,,( 11

1
11

2
1
11 nmm xxxxxX += , ),...,,,...,,( 22

1
22

2
2
12 nmm xxxxxX += . 

Подставив в (10.22) координаты точек 1X  и 2X , получим: 
 

),...,,,...,,(),...,,,...,,()0,...,0,,...,,( 22
1

22
2

2
12

11
1

11
2

1
1121 nmmnmmm xxxxxxxxxxxxx ++ += λλ . 
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Отсюда: 
 

2
12

1
111 xxx λλ += , 2

22
1
212 xxx λλ += , …, 2

2
1

1 mmm xxx λλ += , 
02

12
1

111 =+= +++ mmm xxx λλ , …, 02
2

1
1 =+= nnn xxx λλ . 

 
Так как 0>jx , mj ,1= , и 01 >λ , 02 >λ , то  отсюда следует что 01 >jx , 

02 >jx , mj ,1= . Так как 0=jx , nmj ,1+= , и 01 >λ , 02 >λ , следует, что 

nmjxx jj ,1,0,0 21 +=== . Получили, что точки 1X  и 2X  имеют ту же 
структуру, что и точка X, т.е.: 

 
)0,...,0,,...,,( 11

2
1
11 mxxxX = , )0,...,0,,...,,( 22

2
2
12 mxxxX = .   (10.23) 

 
Поскольку (10.23)  допустимые решения, то они должны удовлетворять 

векторному равенству (10.21): 
 
 

BxAxAxA mm =+++ 11
22

1
11 ... ,  

BxAxAxA mm =+++ 22
22

2
11 ... . 

 
Вычтем из первого уравнения второе, получим: 
 

0)(...)()( 212
2

1
22

2
1

1
11 =−++−+− mmm xxAxxAxxA .   (10.24) 

 
Т.к. векторы mAAA ,...,, 21  – линейно независимы, то равенство (10.24) 

выполняется при условии 2
1

1
1 xx = , 2

2
1
2 xx = , …, 21

mm xx = , т.е. 21 XX = . Пришли 
к противоречию:  точку X  невозможно представить как выпуклую 
комбинацию двух различных крайних точек многогранника решений, 
следовательно точка X – крайняя точка многогранника решений. 

 
 

Основная теорема ЛП 
 
Теорема. Если задача ЛП имеет решение, то ЦФ достигает 

экстремального значения хотя бы в одной из крайних точек многогранника 
решений. Если же ЦФ достигает экстремального значения  более чем в  
одной  крайней точке, то она достигает того же значения в любой точке, 
являющейся их выпуклой линейной комбинацией. 
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Доказательство. Пусть *X – допустимое решение, в котором ЦФ 

достигает своего, например, максимального значения, т.е. )(max *XfF = , 
тогда 

 
),()( * XfXf ≥    ОДРX ∈ .     (10.25) 

 
Если *X  совпадает с одной из крайних точек, то первая часть теоремы 

доказана. 
Предположим, что *X  не является крайней точкой многогранника 

решений. Тогда *X  можно представить в виде выпуклой линейной 
комбинации крайних точек kXXX ,...,, 21 : 

 

∑
=

=
k

i
ii XX

1

* ,λ  kii ,1,0 =>λ , ∑
=

=
k

i
i

1
1λ . 

 
В силу линейности функции f  имеем: 
 

)(...)()()( 2211
*

kk XfXfXfXf λλλ +++= .   (10.26) 
 
Обозначим через M максимальное значение ЦФ среди всех крайних 

точек, т.е. 
 

))(),...,(),(max( 21 kXfXfXfM = .     (10.27) 
 
Из равенства (10.26) в силу условия (10.27) имеем: 
 

MMMMXf k =+++≤ λλλ ...)( 21
* , или  MXf ≤)( * .   (10.28) 

 
Из неравенств (10.25) и (10.28) приходится сделать единственный вывод, 

что MXf =)( * . Но M – значение ЦФ в одной из крайних точек, поэтому *X
совпадает с одной из них. Первая часть теоремы доказана. 

Для доказательства второй части теоремы допустим, что f  достигает 
максимального значения более чем в одной крайней точке, например в 
точках kXXX ,...,, 21 , т.е. 

 
MXfXfXf k ==== )(...)()( 21 .     (10.29) 

 
Составим выпуклую линейную комбинацию этих точек:  
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∑∑
==

==>=
k

i
ii

k

i
ii kiXX

11
1,,1,0, λλλ . 

 
Учитывая условие (10.29) и линейность функции f , получаем: 
 

,...)(...)()()( 212211 MMMMXfXfXfXf mmm =+++=+++= λλλλλλ   
 

т.е. линейная функция f  принимает максимальное значение в произвольной 
точке X, являющейся выпуклой линейной комбинацией крайних точек 

kXXX ,...,, 21 , в которой ЦФ принимает максимальное значение. 
 

 
Симплексный метод. Построение начального опорного плана 

 
Пусть задача ЛП представлена системой основных ограничений в 

каноническом виде: 
 

mibbxa i

n

j
ijij ,1,0,

1
=≥=∑

=
. 

 
Говорят, что ограничение–равенство имеет предпочтительный вид, 

если при неотрицательности правой части  левая часть содержит 
переменную с коэффициентом равным единице, а в остальные ограничения 
эта переменная входит с коэффициентом равным нулю. 

 
Система ограничений имеет предпочтительный вид, если каждое 

ограничение–равенство имеет предпочтительный вид.  
 
В этом случае легко найти ее опорное решение (базисное с 

неотрицательными координатами): все свободные переменные нужно 
приравнять нулю, а предпочтительные переменные (базисные) свободным 
членам. 

 
Пусть система основных ограничений имеет вид: 
 

mibbxa i

n

j
ijij ,1,0,

1
=≥≤∑

=
. 

 
Сведем задачу к каноническому виду, для этого добавим к левым частям 

неравенств дополнительные неотрицательные переменные 0≥+inx , mi ,1= . 
Получим систему, эквивалентную исходной вида: 
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mibbxxa i

n

j
iinjij ,1,0,

1
=≥=+∑

=
+ , которая имеет предпочтительный вид. И, 

следовательно, начальный опорный план запишется в виде:
)...,,,,0...,,0,0( 210 )) ()) )()

m

m
n

bbbX = .  

В ЦФ, как отмечалось выше, дополнительные переменные вводятся с 
коэффициентами, равными нулю, т.е. mic in ,1,0 ==+ . 

 
 
Симплексная таблица. Признак оптимальности опорного плана 
 
Задачу ЛП, как было показано выше, можно преобразовать к виду: 
 

∑
+=

∆−∆=
n

mj
jj xF

1
0max(min) ,     (10.30) 

mix ii

n

mj
jij ,1,0,

1
=≥≤∑

+=

ββα ,     (10.31) 

njx j ,1,0 =≥ ,      (10.32) 
 

где nmjcAcBc jjБjБ ,1,,0 +=−=∆=∆ . 
 
 
Для решения задачу (10.30)–(10.32) записывают в симплексную 

таблицу: 
 

БП 1 СП 
1+− mx  2+− mx  … nx−  

=1x  1β  1,1 +mα  2,1 +mα  … n,1α  
=2x  2β  1,2 +mα  2,2 +mα  … n,2α  

… … … … … … 
=mx  mβ  1, +mmα  2, +mmα  … nm,α  

F  0∆  1+∆m  2+∆m  … n∆  
 
Последнюю строку называют индексной строкой (строкой ЦФ), число 

BcXf Б==∆ )( 00  – значение ЦФ для начального опорного плана 0X . Числа 
nmjcAc jjБj ,1, +=−=∆   называют оценками свободных переменных. 
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Теорема. Пусть исходная задача решается на максимум. Если для 

некоторого опорного плана все оценки njj ,1,0 =≥∆ , то такой план 
оптимальный. 

Доказательство. Так как  ∑
+=

∆−∆=
n

mj
jj xF

1
0  и по условию 

njj ,1,0 =≥∆ , то F  достигает максимального значения при ∑
+=

=∆
n

mj
jj x

1
0 . 

Это возможно лишь при 021 === ++ nmm xxx 2 , т.е. опорный план  
)0...,,0,0,...,,,( 21 )())) ()) 

mnm

m
−

βββ   оптимальный. 

 
Теорема. Пусть исходная задача решается на минимум. Если для 

некоторого опорного плана все оценки njj ,1,0 =≤∆ , то такой план 
оптимален. 

 
Переход к нехудшему опорному плану 

 
Пусть решается задача ЛП с системой ограничений в предпочтительном 

виде: 
 

mixx i

n

mj
ijiji ,1,0,

1
=≥=+ ∑

+=

ββα .    (10.33) 

 
Ее начальный опорный план имеет вид )0,...,0,0,,...,,( 210 mX βββ= , для 

которого значение ЦФ 00 )( ∆== BcXf Б . 
 
 
Например, рассмотрим задачу на максимум. Если njj ,1,0 =≥∆ , то 

опорный план 0X  оптимальный. Пусть существует индекс 0j , для которого 
0

0
<∆ j . Вектор–столбец 

0jA  называется разрешающим, а переменная 
0jx – 

перспективной. Не изменяя нулевых значений свободных переменных,  
кроме 

0jx , увеличим значение ЦФ.  
Из системы ограничений (10.33) в силу того, что 

0...... 111 00
====== +−+ njjm xxxx , а 0

0
>jx , имеем mixx jijii ,1,

00
=−= αβ . 

Следовательно, увеличивать 
0jx следует осторожно, так как ее значение 

влияет на значения mxxx ,...,, 21 , которые должны быть неотрицательными. 
При значительном увеличении 

0jx  может случиться, что для некоторого 
индекса i соответствующее iβ  станет меньше произведения 

00 jij xα , и, 
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следовательно, получим 0<ix , что недопустимо. В случае, если 
miij ,1,0

0
=≤α , такого нарушения не произойдет. 

Будем считать, что, например, первые k коэффициентов 
mkkiij ≤=> ,,1,0

0
α . Тогда 

0jx  можно увеличивать до тех пор, пока 

kix jiji ,1,0
00

=≥− αβ , откуда имеем: 
 

kix ijijij ,1,0,/
000

=>≤ ααβ . 
 
Найдем среди отношений kiiji ,1,/

0
=αβ  наименьшее. Назовем его 

наименьшим симплексным отношением и обозначим буквой θ , т.е. 
 
 

θαβαβ ===
00000

/)/min( jiiijijx . 
 
Если это условие выполняется при нескольких индексах i , то в качестве 

0i  можно выбрать любое. Строку с номером 0i  называют разрешающей, 
элемент же 

00 jiα – разрешающим. Переменная 
0ix , присутствующая в базисе, 

является неперспективной, ее следует вывести из базиса.  
Полагая 0...,,0... 111 000

====== +−+ njjjm xxxxx θ , из равенства (10.33) 
находим: 

 
,...,,

00000 ,111111 θαβθαβ jiiij xx −−− −=−=  
,0

0
=ix  

θαβθαβ
00000

...,,,111 mjmmjiii xx −=−= +++ . 
 
 
Новый базис будет состоять из переменных 

njijiji xxxxxxxxx ...,,,,...,,,,...,,, 111121 000000 +−+− , а соответствующий 
ему опорный план: 

 

).0...,,0,,0...,,0,...,

,,0,...,,(

0

0000000 ,11,11111

θθαβ

θαβθαβθαβ

mjm

jiijiijX

−

−−−= ++−−
 

 
В результате преобразований получен новый опорный план 1X , в 

котором переменная 
0ix  заменена на 

0jx , причем 
θθ

00
)()( 001 jj XfXf ∆−=∆−∆= . Но 0

0
<∆ j , следовательно, )()( 01 XfXf >
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. Новый план 1X  не хуже начального 0X . Далее процесс повторяется. 
Проверяем, является ли план 1X  оптимальным. Если да, то задача решена. 
Если нет, то переходим к не худшему опорному плану 2X  и т.д. 

 
Симплексные преобразования 

 
Чтобы завершить шаг преобразований, ведущих к новому опорному 

плану в новом базисе, выразим новую базисную переменную 
0jx  из 

уравнения с номером 0i  системы (10.33) через свободные переменные 
:...,,,,...,, 111 000 njijm xxxxx +−+  

 






++++−= −

−
+

+
0

00
0

00

00

00

0

00

0
0

1... 1
1,

1
1,

i
ji

j
ji

ji
m

ji

mi

ji

i
j xxxx

αα
α

α
α

α
β

  
(10.34) 






+++ +

+
n

ji

ni
j

ji

ji xx
00

0
0

00

00 ...1
1,

α
α

α
α

. 

 
Подставим выражение (10.34) в остальные ограничения (10.33), 

получим: 
 






+−+

−
−

−
= +

++

0
00

0

00

0000

00

0000 ...1
1,1,

i
ji

ij
m

ji

jimijimi

ji

ijijii
i xxx

α
α

α

αααα

α
αβαβ

  (10.35) 





−
++ n

ji

jinijiin x
00

0000

α

αααα
 ,  0,,1 iimi ≠= . 

 
Аналогично, подставив выражение (10.34) в ЦФ (10.30), получим: 
 






+

∆
−+

∆−∆
−

∆−∆
= +

++
0

00

0

00

000

00

0000 ...1
1,10

i
ji

j
m

ji

mijjim

ji

ijji
xxF

αα
αα

α

βα
 (10.36) 





∆−∆
++ n

ji

nijjin x
00

0000...
α

αα
. 

 
Преобразование задачи ЛП к новому базису назовем симплексным 

преобразованием. Из равенств (10.34)–(10.36) вытекают правила для 
перехода к следующей симплексной таблице. 

1) Из выражения (10.34) следует, что элемент новой таблицы, стоящий 
на месте разрешающего элемента заменяется обратной величиной:  
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00
00

1'

ji
ji α

α = . 

 
2) Из выражения (10.34) следует, что оставшиеся элементы 

разрешающей строки 0i  новой таблицы равны соответствующим элементам 
разрешающей строки старой таблицы, деленным на разрешающий элемент: 

 

0
'' ,,1,,

00

0

0
00

0

0
jjnmj

ji

ji
ji

ji

i
i ≠+===

α
α

α
α
β

β . 

 
3) Из выражений (10.35) и (10.36) следует, что оставшиеся элементы 

разрешающего столбца 0j  новой таблицы равны соответствующим 
элементам разрешающего столбца старой таблицы, деленным на 
разрешающий элемент и изменением знака на противоположный: 

 

00
'' ,,1,,

00

0

00

0
0

iimi
ji

ij
ij

ji

j
j ≠=−=

∆
−=∆

α
α

α
α

. 

 
4) Из выражения (10.35) и (10.36) следует, что любой другой элемент 

симплексной таблицы находится по правилу прямоугольника – для 
получения любого элемента новой симплексной таблицы нужно из 
соответствующего элемента прежней таблицы вычесть произведение 
элемента разрешающей строки на элемент разрешающего столбца, 
разделенное на разрешающий элемент:  

 

00

00'

ji

iji
ii α

αβ
ββ −= ,  

00

00
0

'
0

ji

ij

α
β∆

−∆=∆ ,  
00

00'

ji

jij
jj α

α∆
−∆=∆ ,  

00

00'

ji

ijji
ijij α

αα
αα −=  , 

00 ,,,1,,1 jjiinmjmi ≠≠+== . 
 

 
Признак бесконечности множества оптимальных планов 

 
Теорема. Если в индексной строке последней симплексной таблицы, 

содержащей оптимальный план, имеется хотя бы одна нулевая оценка, 
соответствующая свободной переменной, то задача ЛП имеет бесконечное 
множество оптимальных планов. 

 
Доказательство. Пусть в оптимальной плане 0

0
=∆ j , где 0j  

принадлежит множеству индексов свободных переменных, а минимальное 
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симплексное отношение соответствует строке с индексом 0i . Тогда, введя  
переменную 

0jx  в базис, получим новое значение ЦФ: 
 

0

*

0

*

0
'
0

00

0

00

00
0

∆=
⋅

−∆=
∆

−∆=∆
ji

i

ji

ji

α
β

α
β

. 

 
Значение ЦФ при переходе к новому опорному плану не изменилось. 
Если нулевых небазисных оценок в последней симплексной таблице 

окажется несколько, то, введя каждую из соответствующих переменных в 
базис, найдем оптимальные планы **

2
*
1 ,...,, kXXX , для которых значение ЦФ 

будет одно и то же, т.е. ).(...)()( **
2

*
1 kXfXfXf ===  

Согласно второй части основной теоремы ЛП, в этом случае 
оптимальным будет любой план, являющийся линейной комбинацией, т.е. 
общее решение примет вид: 

 
kiXXXX ikkk ,1,0,1...,... 21

**
22

*
11

* =>=++++++= λλλλλλλ . 
 
Эта формула определяет бесконечное множество оптимальных планов. 

 
Следствие. Если в индексной строке симплексной таблицы, 

содержащей оптимальный план, все оценки свободных переменных 
положительны, то найденный оптимальный план единственный. 

 
Признак неограниченности ЦФ 

 
Теорема. Если в индексной строке симплексной таблицы задачи ЛП на 

максимум содержится отрицательная оценка 0
0

<∆ j , а в 
соответствующем столбце переменной  

0jx  нет ни одного положительного 
элемента, то ЦФ на множестве допустимых планов задачи не ограничена 
сверху. 

 
Доказательство. Пусть 0

0
<∆ j . Тогда, можно попытаться, не изменяя 

нулевых значений СП nmm xxx ...,,, 21 ++  в равенствах (10.30), кроме 
0jx , 

увеличить значение ЦФ. Полагая в равенстве (10.31) все jx ,  кроме 
0jx ,  

равными нулю, получим mixx jijii ,1,
00

=−= αβ . Так как 0≥ix , то 

mix jiji ,1,0
00

=≥− αβ . 
Пусть все 0

0
≤ijα , тогда при любом 0

0
≥jx , имеем 0≥ix . Что касается 

ЦФ, то, взяв в качестве 
0jx  достаточно большое положительное число, 
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вследствие того, что 0
0

<∆ j , можно сделать значение  
)......(

00110 nnjjmm xxxF ∆++∆++∆−∆= ++  как угодно большим.  
В самом деле, так как 0

0
<∆ j , при ∞→

0jx  имеем ∞→∆−∆=
000 jj xF , 

т.е. ЦФ не ограничена сверху. 
 
Теорема. Если в индексной строке симплексной таблицы задачи ЛП на 

минимум содержится положительная оценка 0
0

>∆ j , а в 
соответствующем столбце переменной  

0jx  нет ни одного положительного 
элемента, то ЦФ на множестве допустимых планов задачи не ограничена 
снизу. 

 
 

Теория двойственности.  
 
Рассмотрим задачу линейного программирования вида: 
 

.,1,
,,1,0
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........,........................................
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.......,........................................
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2211
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Двойственной по отношению к исходной  задаче называется задача: 
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........,........................................
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,...

.......,........................................
,...
,...min
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11,21,211,1
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Сравнивая две задачи, видно, что двойственная задача составляется по 

следующим правилам: 
1) если в прямой задаче ЦФ задается на максимум, то в двойственной 

задаче на минимум и наоборот;  
2) число переменных исходной задачи  равно числу основных 

ограничений в системе  двойственной задачи, а число ограничений прямой 
задачи – числу переменных в двойственной задаче; 

3) коэффициентами при неизвестных в ЦФ двойственной задачи 
являются свободные члены прямой задачи, а правыми частями в основных 
ограничениях двойственной задачи – коэффициенты при неизвестных в ЦФ 
прямой задачи; 

4) матрица, составленная из коэффициентов при неизвестных в системе 
ограничений прямой задачи, и аналогичная матрица в двойственной задаче  
получаются друг из друга транспонированием; 

5) если переменная прямой задачи 0≥jx , то j–ое ограничение в системе 
основных ограничений двойственной задачи является неравенством вида ≥ , 
если же переменная jx  прямой задачи может принимать любые значения, то 
j–ое ограничение в системе основных ограничений двойственной задачи 
является уравнением и, наоборот, если i–ое ограничение в системе основных 
ограничений прямой задачи является неравенством, то переменная 
двойственной задачи 0≥iy , если же i–ое ограничение – уравнение, то 
переменная iy  может принимать любые значения. 

 
Основное неравенство теории двойственности 

 
Рассмотрим пару симметричных двойственных задач: 
 

.,1,0

)1.4(,,1,

,max

1

1

njx

mibxa

xcF

j

i

n

j
jij

n

j
jj

=≥

=≤

=

∑

∑

=

=

 

 

.,1,0

)2.4(,,1,

,min

1

1

miy

njcya

yb

i

j

m

i
iij

m

i
ii

=≥

=≥

=

∑

∑

=

=
j

 

 

(10.37) 

(10.38) 
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Теорема. Для любых допустимых планов ),...,,( 21 nxxxX =  и 

),...,,( 21 myyyY =  прямой и двойственной задач ЛП справедливо 
неравенство:  

 

)()( YXF ϕ≤ , т.е. ∑ ∑
= =

≤
n

j

m

i
iijj ybxc

1 1
. 

 
Доказательство. Учитывая неравенства (10.37) и (10.38), получаем: 
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Экономическое содержание теоремы  Для любого допустимого плана .

производства X и любого допустимого вектора оценок ресурсов Y общая 
созданная стоимость не превосходит суммарной оценки ресурсов. 

 
Критерий оптимальности Канторовича 

 
Теорема. Если для некоторых допустимых планов *X  и *Y  пары 

двойственных задач выполняется равенство )()( ** YXF ϕ= , то *X  и *Y  
являются оптимальными планами соответствующих задач. 

 
Доказательство.  
Согласно основному неравенству теории двойственности для любого 

допустимого плана X  прямой задачи и допустимого плана *Y  двойственной 
справедливо неравенство )()( *YXF ϕ≤ . По условию )()( ** YXF ϕ= . Отсюда 
в силу транзитивности отношений « ≤ » и «=» получим )()( *XFXF ≤ . Но так 
как X произвольный допустимый план, то FXF max)( * = , т.е. *X –  
оптимальный план прямой задачи ЛП. 

Аналогично доказывается, что план *Y  является оптимальным для 
двойственной задачи. 

 
Экономическое содержание теоремы  План производства *X  и вектор .

оценок ресурсов *Y  являются оптимальными, если цена всей произведенной 
продукции и суммарная оценка ресурсов совпадают. 
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4.4. Малая теорема двойственности 
 
Теорема. Для существования оптимального плана любой из пары 

двойственных задач необходимо и достаточно существование допустимого 
плана для каждой из них. 

 
Доказательство. Необходимость. Пусть задачи двойственной пары 

имеют оптимальные планы *X и *Y . Это значит, что FXF max)( * =    и   
ϕϕ min)( * =Y , т.е. *X и *Y  принадлежат области их допустимых планов. 

Следовательно, соответствующие системы ограничений пары двойственных 
задач совместны, они имеют хотя бы по одному допустимому плану *X и *Y . 
Необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть каждая из пары двойственных задач имеет 
допустимый план. Докажем, что они имеют оптимальные планы. Пусть *Y – 
допустимый план двойственной задачи. Тогда для любого допустимого плана 
X  прямой задачи, согласно основному неравенству теории двойственности, 
получим:  

 
)()( *YXF ϕ≤ .      (10.39) 

 
Решая прямую задачу симплексным методом, получаем 

последовательность опорных планов ,..., 10 XX , для которых ),...(),( 10 XFXF . 
В силу неравенства (10.3) эта последовательность ограничена сверху. В ней 
найдется наибольшее значение целевой функции. Следовательно, существует 
допустимый план *X , для которого )()( *XFXF ≤ . Аналогично 
доказывается, что )()( *YY ϕϕ ≥ . 

 
Основные теоремы двойственности 

 
Теорема 1. Если одна из пары двойственных задач имеет оптимальное 

решение, то и другая имеет оптимальное решение, причем экстремальные 
значения целевых функций равны, т.е. )()( ** YXF ϕ= . Если одна из пары 
двойственных задач неразрешима вследствие неограниченности целевой 
функции на множестве допустимых решений, то система ограничений 
другой задачи противоречива. 

 
Рассмотрим пару симметричных двойственных задач  в развернутом 

виде: 
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Вводя дополнительные переменные mixi ,1,0 =≥ , в прямую задачу и 

njy j ,1,0 =≥ , в двойственную, приводим задачи к каноническому виду: 
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Между переменными двойственных задач можно установить 

соответствие: сопоставляя базисным переменным одной задачи свободные 
переменные другой, и наоборот: 
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Используя данное соответствие, зная решение прямой задачи, можно 

найти решение двойственной задачи. Оно находится в индексной строке 
последней симплексной таблицы при решении прямой задачи симплексным 
методом. 
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Экономическое содержание теоремы. Если разрешима задача 

определения оптимального плана, максимизирующего выпуск продукции,  то 
разрешима и задача определения оценок ресурсов, причем цена 
произведенной продукции и суммарная оценка ресурсов совпадают. 
Совпадение значений целевых функций для соответствующих планов пары 
двойственных задач достаточно для того, чтобы эти планы были 
оптимальными.  

 
Теорема 2 (о дополняющей нежесткости). Для того, чтобы планы *X  

и *Y  пары двойственных задач были оптимальными, необходимо и 
достаточно выполнение условий: 
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Доказательство.  
Необходимость. Пусть *X  и *Y – оптимальные планы пары 

двойственных задач вида: 
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Согласно предыдущей теореме, для этих планов значения ЦФ 

совпадают: 
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Подставим в (4.7) ib  из равенства (4.6), получим: 
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откуда 
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Поскольку 0* ≥jx  и  njcya
m

i
jiij ,1,0

1

* =≥−∑
=

, то из равенства (10.8) 

следуют условия (10.4). Условия (10.41) доказываются аналогично.  
Достаточность.  
Пусть для некоторых допустимых планов *X  и  *Y  выполняются  (10.4). 

Докажем их оптимальность. Просуммируем (10.4) по всем nj ,1= , и 
выполним преобразования, противоположные предыдущим, получим: 
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Получили, что )()( ** YXF ϕ= . Согласно критерия Канторовича, планы 

*X  и *Y  являются оптимальными. 
 
Из условий (10.40) и (10.41) следует, что если какое–либо ограничение 

одной из задач ее оптимальным планом обращается в строгое неравенство, то 
соответствующая компонента оптимального плана двойственной задачи 
должна равняться нулю, если же какая–либо компонента оптимального плана 
одной из задач положительна, то соответствующее ограничение в 
двойственной задаче ее оптимальном планом должно обращаться в строгое 
равенство. 

 
Экономическое содержание теоремы. Двойственные оценки могут 

служить мерой дефицитности ресурсов: дефицитный ресурс – который 
используется полностью по оптимальному плану производства, имеет 
положительную оценку, а избыточный ресурс – используемый не 
полностью, имеет нулевую оценку. 

 
Теорема 3 (об оценках). Двойственные оценки показывают приращение 

функции цели, вызванное малым изменением свободного члена 
соответствующего ограничения: 
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Доказательство. 
Рассмотрим задачу МП вида: 
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)(max XfF = ,       (10.45) 

ii bX =)(ϕ , mi ,1= .      (10.46) 
 
Перейдем от задачи на условный экстремум к задаче на безусловный 

экстремум, для этого построим вспомогательную функцию Лагранжа: 
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))(()(),( ϕ ,     (10.47) 

 
где iy – неопределенные множители Лагранжа.  

Запишем необходимые условия экстремума функции Лагранжа, для 
этого найдем частные производные функции Лагранжа по jx  и iy  и 
приравняем их нулю: 
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Покажем, что всякое экстремальное значение задачи (10.10)–(10.11) 

удовлетворяет условиям (10.48)–(10.49).  
Пусть *X – допустимый план, доставляющий ЦФ (10.445) экстремальное 

значение. Так как *X – допустимый план, то ii bX =)( *ϕ , mi ,1= , и условия 
(10.49) выполняются. Следовательно, из функции Лагранжа (10.47) следует: 

 

)(),( *** XfYXL = ,    откуда    0)(),( ***
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jj x
Xf

x
YXL , 

 
т.е.  выполняются условия (10.48).  

Итак, каждая допустимая точка *X , в которой ЦФ достигает 
экстремального значения, должна быть решением системы (10.48)–(10.49). 
Это необходимое условие для отыскания экстремума. 

Будем считать, что свободные члены системы ограничений (10.46) могут 
изменяться в некоторых пределах. Тогда в случае задачи ЛП многогранник 
планов будет изменяться. Его крайние точки становятся функциями правых 
частей ib , следовательно, будет изменяться и экстремальное значение ЦФ. 
Обозначим координаты крайних точек через: 
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),...,,()( 2111 mbbbxВx = ,  ),...,,()( 2122 mbbbxВx = ,  …,  ),...,,()( 21 mnn bbbxBx = . 
 

Рассмотрим теперь функцию Лагранжа как функцию, зависящую от 
вектора свободных членов B: 

 

∑
=

−+=
m

i
iii BXbyBXfBL

1
)))((())(()( ϕ .    (10.50) 

 
Дифференцируя функцию Лагранжа (10.15) по ib , получаем: 
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Учитывая условия (10.13) и (10.14)  получим: 
 

miy
b
BL

i
i

,1,)(
==

∂
∂ . 

 
Но для оптимального плана )(),( *** XfYXL = , следовательно,  

miy
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Экономическое содержание теоремы. В равенстве (4.9) 

дифференциалы заменим приращениями. Получим: mibyXf ii ,1,)( ** =∆≈∆ . 
При 1=∆ ib  имеем .,1,)( ** miyXf i =≈∆  Отсюда величина двойственной 
оценки численно равна изменению ЦФ при изменении соответствующего 
свободного члена ограничений на единицу. 

 
 

10.2. Транспортная задача 
 

Постановка транспортной задачи 
 
Пусть имеется m   поставщиков mAAA ,,, 21 2 , у которых сосредоточен 

однородный груз в количествах ia , mi ,1= , единиц. Груз нужно доставить n  
потребителям nBBB ,,, 21 2 , потребность  в грузе которых соответственно 
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равна  jb , nj ,1= , единиц. Известна стоимость перевозки единицы груза от i–

го поставщика  j–му  потребителю ijc , mi ,1= , nj ,1= . 
Требуется составить план перевозок груза от поставщиков потребителям 

nmij
xX ×= ][ ** , при котором суммарные транспортные затраты будут 

минимальными. 
Экономико–математическая модель транспортной задачи (ТЗ) должна 

отражать все условия и цель задачи в математической форме.  
Цель ТЗ – минимизировать общие затраты на реализацию плана 

перевозок, которые можно представить функцией: 
=++++++++= mnmnmmmmnn xcxcxcxcxcxcF .........min 22111112121111

 
∑∑

= =

=
m

i

n

j
ijij xc

1 1
.       (10.1) 

 
Переменные  ijx , mi ,1= , nj ,1= , должны удовлетворять ограничениям 

по запасам, потребностям и условиям неотрицательности, которые 
исключают обратные перевозки. В математической форме эти условия 
можно записать: 
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      (10.2) 

.,1,,1,0 njmixij ==≥      (10.3) 
Итак, математически ТЗ ставится так. Даны система ограничений (10.2) 

при условии (10.3) и линейная функция (10.1). Требуется среди множества 
решений системы (10.2) найти такое неотрицательное решение, при котором 
линейная функция (10.1) принимает минимальное значение. 

Для наглядности решения условия ТЗ записывают в 
распределительную таблицу, которую иногда называют табличной или 
матричной моделью ТЗ: 

)( jj bB  
)( ii aA  

 
)( 11 bB  

 

 
)( 22 bB  
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)( 11 aA  11c  
11x  

12x  
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)( 22 aA  21c  
21x  

22c  
22x  

 nc2  
nx2  

     

)( mm aA  1mc  
1mx  

2mc  
2mx  

 mnc  
mnx  
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Теорема (о существовании допустимого плана). Для того, чтобы ТЗ 

имела допустимые планы, необходимо и достаточно выполнение равенства: 
 

∑∑
==

=
n

j
j

m

i
i ba

11
.                                                           (10.4) 

 
Доказательство.  
Необходимость. Докажем, что для допустимого плана выполняется 

равенство Так как план допустимый, то он удовлетворяет основным (10.4). 
ограничениям (10.2) ТЗ: 

 

i

n

j
ij ax =∑

=1
, mi ,1= ,   j

m

i
ij bx =∑

=1
, nj ,1= . 

 
Очевидно, что все элементы ijx  суммируются как по строкам, так и по 

столбцам, различие лишь в перестановке этих элементов. Однако от 

перестановки слагаемых сумма не меняется, поэтому ∑∑
==

=
n

j
j

m

i
i ba

11
, т.е. 

равенство (10.4) является необходимым условием разрешимости ТЗ.  
Достаточность. Покажем, что если выполняется условие , то (10.4)

всегда имеется допустимый план.  Обозначим Aba
n

j
j

m

i
i == ∑∑

== 11
. Переменные  ijx  

выразим через данные задачи следующим образом: 
 

A
ba

x ji
ij = , mi ,1= , nj ,1= .                                               (10.5) 

Покажем, что переменные составляют допустимый план.  (10.5) 
Поскольку 0≥ia , 0≥jb , то 0>A , а поэтому и 0≥ijx , mi ,1= , nj ,1= . 
Набор неотрицательных чисел (10.5) будет составлять допустимый план 

тогда, когда он удовлетворяет системе ограничений (10.2). Просуммируем   
равенства  по индексу j: (10.5)
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Аналогично, просуммируем равенства  по индексу i: (10.5)
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Следовательно, набор чисел (10.5) удовлетворяет системе ограничений  

задачи, а поэтому является допустимым планом. 
 

Закрытая и открытая модели ТЗ 
 

Модель ТЗ называется закрытой, если суммарный объем груза, 
имеющегося у поставщиков, равен суммарному спросу потребителей, т.е. 
выполняется равенство 
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i ba
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. 

 
В случае закрытой модели весь имеющийся груз полностью развозится 

поставщиками и все потребности потребителей полностью удовлетворены. 
Модель ТЗ называется открытой, если выполняется одно из условий: 
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В случае открытой модели либо все потребители удовлетворены, но при 

этом у некоторых поставщиков остаются излишки груза, либо весь груз 
поставщиками вывезен, но потребности потребителей полностью не 
удовлетворены. 

Согласно теореме о существовании допустимого плана для 
разрешимости ТЗ с открытой моделью необходимо преобразовать ее в 
закрытую.  

Если ∑∑
==

>
n

j
j

m

i
i ba

11
, то необходимо ввести фиктивного (n+1)–го 

потребителя 1+nB . Спрос фиктивного потребителя равен ∑∑
==

+ −=
n

j
j

m

i
in bab

11
1 . В 

табличной модели ТЗ предусматривается дополнительный столбец. Если же 
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j
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, то вводится фиктивный (m+1)–й поставщик 1+mA . В 

распределительной таблице задачи предусматривается дополнительная 

строка. Запас груза у фиктивного поставщика равен ∑∑
==

+ −=
m

i
i

n

j
jm aba

11
1 . Все 

тарифы фиктивного потребителя (поставщика) равны нулю, т.е. 01, =+nic , 
mi ,1= , 0,1 =+ jmc , nj ,1= .  
При преобразовании открытой задачи в закрытую ЦФ не меняется, так 

как все слагаемые, соответствующие дополнительным перевозкам, равны 
нулю. 
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Теорема. Ранг матрицы A транспортной задачи на единицу меньше 

числа уравнений r(A)=m+n–1. 
Доказательство. Матрица системы основных ограничений (10.2) имеет 

вид: 
 

































=

1...00...1...001...00
.......................................
0...10...0...100...10
0...01...0...010...01
1...11...0...000...00
.......................................
0...00...1...110...00
0...00...0...001...11

A . 

 
В каждом столбце матрицы A содержатся только два элемента, равных 

единице, остальные элементы равны нулю. При этом, если сложить первые m 
строк матрицы, получим строку, элементами которой будут единицы. Этот 
же результат получаем, если сложить последние n строк. Обозначая i–ю 
строку через is , получаем: 

 
nmmmm ssssss +++ +++=+++  11 . 

 
Отсюда видно, что любая строка есть линейная комбинация остальных 

строк, например, )( 2211 mnmmm ssssss ++−+++= +++ 22 . 
 
Значит, не меняя ранга матрицы A, можно вычеркнуть, например, 

последнюю строку. Минор (m+n–1)–го порядка получившейся матрицы, 
составленный из столбцов коэффициентов при 1,1121121 ,,,,,,, −nmnnn xxxxxx 22 , 
будет отличен от нуля, что и доказывает теорему. 

 
 

Построение исходного опорного плана 
 

Построение опорных планов, а также их преобразование производится 
непосредственно в распределительной таблице. Если в плане перевозок 
переменная равна некоторому числу, т.е. 0≠ijx , то эта клетка  считается 
занятой (базисной), если же 0=ijx , то считается свободной. При этом число 
занятых опорным планом клеток в соответствии с теоремой о ранге матрицы 
должно быть m+n–1, а остальные mn–(m+n–1)=(m–1)(n–1) клеток будут 
свободными. 
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Правило “северо–западного угла”. Груз распределяется с загрузки 

левой верхней, условно называемой северо–западной, клетки (1,1). В клетку 
(1,1) заносится меньшее из чисел 1a  и 1b , т.е. ),min( 1111 bax = . 

Если 11 ba > , то  111 bx =  и первый потребитель 1B  будет полностью 
удовлетворен. В дальнейшем первый столбец таблицы в расчет не 
принимается, в нем переменные 01 =ix , mi ,2= . Двигаясь вправо по первой 
строке таблицы, заносим в соседнюю клетку (1,2) меньшее из чисел 11 ba −  
или 2b , т.е. ),min( 21112 bbax −= . Если 211 bba <− , то 1112 bax −=  и запасы первого 
поставщика исчерпаны,  первая строка таблицы в дальнейшем в расчет не 
принимается. Переходим к аналогичному распределению запаса груза 
второго поставщика. 

Если 11 ba < , то  111 ax =  и запас первого поставщика будет исчерпан. В 
дальнейшем первая строка таблицы в расчет не принимается, в ней 
переменные 01 =jx , nj ,2= . Двигаясь вниз по первому столбцу таблицы, 
заносим в клетку (2,1) меньшее из чисел 112 , aba − , т.е. ),min( 11221 abax −= . Если 

112 aba −> , то 1121 abx −=  и первый потребитель будет полностью удовлетворен,  
первый столбец таблицы в дальнейшем в расчет не принимается. Переходим 
к аналогичному распределению  груза для второго потребителя. 

Процесс распределения по второй, третьей и последующим строкам 
(столбцам) производится аналогично распределению по первой строке или 
первому столбцу до тех нор, пока не исчерпаются ресурсы. Последней 
заполняется клетка (m,n). 

 
Правило “минимального элемента”. Просматриваются тарифы в 

распределительной таблице и в первую очередь заполняется клетка с 
минимальным значением тарифа. При этом в клетку записывается 
максимально возможное значение поставки. Затем из рассмотрения 
исключают строку, соответствующую поставщику, запасы которого 
полностью израсходованы, или столбец, соответствующий потребителю, 
спрос которого полностью удовлетворен. После этого из оставшихся клеток 
таблицы снова выбирают клетку с наименьшим тарифом. Процесс 
распределения заканчивается, когда все запасы поставщиков исчерпаны, а 
спрос потребителей полностью удовлетворен. 

 
В результате заполнения таблицы получаем опорный план, который 

должен содержать m+n–1 закруженных клеток. Но в процессе заполнения 
таблицы могут быть одновременно исключены строка и столбец. Так бывает, 
когда полностью исчерпаны запас груза и полностью удовлетворяется спрос 
(вырожденная задача). В этом случае в свободной клетке надо записать число 
0 – “нуль–загрузку”, условно считая такую клетку занятой. Однако число 0 
записывается в те свободные клетки, которые не образуют циклов с ранее 
занятыми клетками. 
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Теорема (о потенциалах). План nmijxX ×= ][ **  ТЗ является оптимальным, 

если ему соответствует система из m+n чисел *
iu , *

jv ,  удовлетворяющие 
условиям: 

ijji cvu =+ **  для 0* >ijx   и   0)( ** ≥+−=∆ jiijij vuc  для 0* =ijx , mi ,1= , nj ,1= . 
 
Числа *

iu  и  *
jv  называются потенциалами соответственно i–го 

поставщика и j–го потребителя. 
 
Доказательство.  
Транспортную задачу (3.1–3.3) можно рассматривать как двойственную 

задачу к некоторой исходной задаче, решаемой на максимум. Построим эту 
задачу. i–му ограничению двойственной задачи iinii axxx =+++ ...21  в исходной 
задаче соответствует переменная iu , mi ,1= , а j–му ограничению 

jmjjj bxxx =+++ ...21  переменная jv , nj ,1= . Тогда исходная задача будет иметь 
вид: 

∑∑
==

+=
n

j
jj

m

i
ii vbua

11
maxj , 

ijji cvu ≤+ , njmi ,1,,1 == . 
 
Оптимальным для двойственной задачи является план *X , а для 

исходной ),(*
ji vuY . На основании первой теоремы двойственности для пары 

двойственных задач имеет место равенство ϕmaxmin =F , а на основании 
второй теоремы двойственности выполняются условия ijji cvu =+ **  для 0* >ijx , 

ijji cvu ≤+ **  для 0* >ijx ; mi ,1= , nj ,1= . 
 
Из теоремы следует, что для оптимального плана ТЗ необходимо 

выполнение условий: каждой занятой клетке в распределительной таблице 
соответствует сумма потенциалов, равная тарифу этой клетки; каждой 
свободной клетке соответствует сумма потенциалов, не превышающая 
тарифа этой клетки. 

 
Для перехода от одного опорного плана (базиса) к другому при решении 

транспортной задачи используются циклы. В общем случае цикл 
представляет собой замкнутую ломанную линию, состоящую из звеньев, 
пересекающихся под прямым углом. Каждое звено соединяет две клетки 
строки (столбца). Цикл включает одну свободную клетку, остальные клетки 
цикла заняты. В цикле всегда четное число клеток. Для свободной клетки 
всегда можно построить единственный цикл. Если из занятых клеток 
образуется цикл, то план перевозок не является опорным. Цикл строится 
лишь для свободной клетки. Если ломанная линия, образующая цикл, 
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пересекается, то точки самопересечения не являются вершинами. Вершинами 
не являются и “транзитные” клетки. Для наиболее перспективной свободной 
клетки строится замкнутый цикл с вершинами в загруженных клетках. 
Вершинам этого цикла условно приписываются знаки: свободной клетке “+”, 
следующей “–”, следующей снова “+” и т.д. Из поставок в клетках цикла с 
“отрицательными” вершинами выбирается наименьшее количество λ  груза, 
которое и “перемещается” по клеткам этого цикла: прибавляется к поставкам 
в “положительных” вершинах и вычитается из поставок в “отрицательных” 
вершинах, в результате чего баланс цикла не нарушится. 

 
Алгоритм метода потенциалов: 
1) Сравниваем общий запас груза с суммарным спросом в случае 

нарушения равенства вводим в рассмотрение фиктивного поставщика 
(потребителя). 

2) Условия ТЗ записываем в форме распределительной таблицы. 
3) Строим опорный план по одному из правил. 
4) Определяем потенциалы поставщиков и потребителей. 
5) Находим оценки ij∆  для всех свободных клеток. Если все 0≥∆ ij , то 

полученный план является оптимальным. При этом если все 0>∆ ij , то 
полученный оптимальный план единственный. В случае, если хотя бы одна 
оценка  0=∆ ij , имеем бесчисленное множество оптимальных планов с одним 
и тем же значением ЦФ.  

6) Если хотя бы одна из оценок свободных 0<∆ ij , то переходим с 
помощью цикла к другому опорному плану. 

 
Усложненные постановки ТЗ 

 
Рассмотрим наиболее часто встречающиеся случаи. 
1) Нередко целесообразно минимизировать суммарные затраты на 

производство и транспортировку продукции. С подомной задачей можно 
столкнуться при решении вопросов, связанных с оптимальным размещением 
производственных объектов. Здесь может оказаться экономически более 
выгодно доставлять сырье из отдельного источника, но зато при меньшей его 
себестоимости. В таких задачах критерием оптимальности служит сумма 
затрат на производство единицы груза и на его перевозку. 

2) Часто необходимо вводимо ограничения, согласно которым, 
отдельные поставки от определенного поставщика определенному 
потребителю должны быть исключены, из–за отсутствия достаточного 
количества транспорта или необходимых условий хранения груза, 
чрезмерной перегрузки коммуникаций и т. п. Значит, в матрице перевозок, 
содержащей оптимальный план, определенные клетки должны остаться 
свободными. Это достигается искусственным завышением показателей ijc  в 
клетках, перевозки через которые следует запретить, до значений, заведомо 
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больших всех, с которыми их придется сравнивать в процессе решения 
задачи. 

3) Иногда приходится учитывать ограничения по пропускной 
способности некоторых маршрутов. Если, например, по маршруту sk BA
можно провести не более d единиц груза, то sB –й столбец матрицы перевозок 
разбивается на два: '

sB  и "
sB . В первом спрос принимается равным разности 

между действительным спросом sb  и ограничением d, во втором – 
ограничению d. Тарифы ijc  в обеих столбцах одинаковы и равны данным, но 
в первом в клетке, соответствующей ограничению, вместо истинного тарифа 
ставится искусственно завышенный тариф M. Затем задача решается 
обычным способом. 

 
 )( 11 −− ss bB  )(' dbB ss −  )(" dBs  )( 11 ++ ss bB  

)( 11 −− kk aA  1,1 −− skc  
1,1 −− skx  

skc ,1−  
'

,1 skx −  
skc ,1−  

"
,1 skx −  

1,1 +− skc  
1,1 +− skx  

)( kk aA  1, −skc  
1, −skx  

M 
'
,skx  

ksc  
"

,skx  
1, +skc  

1, +skx  

)( 11 ++ kk aA  1,1 −+ skc  
1,1 −+ skx  

skc ,1+  
'

,1 skx +  
skc ,1+  

"
,1 skx +  

1,1 ++ skc  
1,1 ++ skx  

 
4) Может случиться, что некоторые поставки по определенным 

маршрутам обязательны и должны войти в оптимальный план независимо от 
того, выгодно это или нет в условиях всей задачи. Тогда соответственно 
уменьшают запасы груза у поставщиков и спрос у потребителей и решают 
задачу относительно тех поставок, которые не обязательны. 

 
Транспортная задача с максимизацией целевой функции 

 
Если в задачах транспортного типа ЦФ максимизируется, то: 
1) начальный опорный план составляется правилом “максимального 

элемента”; 
2) оптимальным будет опорный план, которому в распределительной 

таблице сопутствуют свободные клетки с положительными оценками, т.е. все 
0≤∆ ij ; 
3) выбор клетки, подлежащей заполнению при переходе от одного 

опорного плана к другому, должен производиться не по отрицательной, а по 
положительной оценке. 
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ТЕМА  3.  АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
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9.2. Статистическое оценивание 
9.3. Проверка статистических гипотез 
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ТЕМА 1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
СИМВОЛИКИ 
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ТЕМА 2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА И МАТРИЧНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
 

2.1. Понятие вектора на плоскости и в трехмерном пространстве 
 
 

Векторы и операции над ними 
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Разложение вектора по базису. Скалярное 
Произведение векторов 
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Векторное и смешанное произведение векторов 
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2.2. Понятие матрицы и линейные операции над ними 
 

Множества. Матрицы 
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Определители второго и третьего порядков 
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Определители n-го порядка 
 

 



283 
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Обратная матрица. Ранг матрицы 
 

Задание 1 
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2.3. Системы линейных алгебраических уравнений 
 

Система линейных уравнений. Матричный способ решения 
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Задание 2 
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Формулы Крамера. Метод Гауса 
 

 
 



291 
 

 

 

 

 



292 
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Теорема Кронекера-Капелли. Однородные системы 
линейных уравнений 
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ТЕМА  3.  АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
 

3.1. Аналитическая геометрия на плоскости 
 

Уравнение прямой на плоскости 
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Кривые второго порядка 
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3.2. Элементы аналитической геометрии в пространстве 
 

Плоскость. Уравнение прямой в пространстве 
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Поверхности 2-ого порядка 
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ТЕМА 4.  ФУНКЦИИ ОДНОЙ И НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 
ДИФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ.  

   
4.1.   Числовая последовательность и ее предел 
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Предел функции в точке. Бесконечно малые и бесконечно большие 
функции 

 

 



306 
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Первый и второй замечательные пределы 
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4.2. Функции одной вещественной переменной 
 

Функции. Область определения. График 
 

 

 



309 
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Непрерывность функции. Точки разрыва 
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Функции непрерывные на отрезке 
 

 
 



312 
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4.3. Дифференциальное исчисление функций одной вещественной 
переменной 

 
Производная функции. Основные правила дифференцирования 

 

 



314 
 

 

 
 
 
 

Логарифмическое дифференцирование. Геометрический и физический 
смысл производной 

 

 
 
 



315 
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Дифференцируемость функции. Дифференциал функции 
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4.4. Функции многих переменных 
 

Производные и дифференциалы высших порядков 
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Дифференцирование неявных и параметрически заданных функций. 

Основные теоремы дифференциального исчисления 
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Правило Лопиталя. Формулы Тейлора и Маклорена 
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ТЕМА 5. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ И 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 
5.1.  Первообразная и неопределенный интеграл 

 

 

 
 
 



325 
 

 

 
Интегрирование методом подстановки 
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Интегрирование по частям 
 

 



328 
 

 

 



329 
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Интегрирование рациональных функций 
 

 

 



331 
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Интегрирование тригонометрических функций 
 

 
 



333 
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Интегрирование некоторых иррациональных функций 
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337 
 

5.2. Определенный интеграл 
 

Определённый интеграл. Формула Ньютона-Лейбница 
 

 

 

 



338 
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Замена переменной и интегрирование по частям в определённым 
интеграле 

 

 

 
 
 



340 
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Вычисление площадей плоских фигур 
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Вычисление объёмов тел 
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Вычисление длин дуг и площадей поверхностей 

 



345 
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Несобственные интегралы 1-го рода 

 
 



347 
 

 

 



348 
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Несобственные интегралы 2-го рода 
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5.3. Двойные интегралы 

 
Вычисление двойного интеграла в декартовых координатах 

 
Задание 1 
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ТЕМА 6. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

6.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения 
 

Дифференциальные уравнения. Задача Коши 
 

 

 

 
 



356 
 

 

 
 
 

Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными. 
Однородные дифференциальные уравнения 

 

 

 



357 
 

 

 

 



358 
 

 
 

Линейные дифференциальные уравнения 1-го порядка. 
Дифференциальные уравнения в полных дифференциалах 
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Дифференциальные уравнения высших порядков. Задача Коши. 
Уравнения, допускающие понижение порядков 
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Линейные однородные дифференциальные уравнения высших 

порядков. Линейные однородные дифференциальные уравнения с 
постоянными коэффициентами 
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Линейные неоднородные дифференциальные уравнения. Линейные 
неоднородные дифференциальные уравнения с постоянными 

коэффициентами и правой частью специального вида 
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ТЕМА 7. ЧИСЛОВЫЕ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 
 

7.1.  Числовые ряды 
 

Числовой ряд и его сумма. Необходимое условие сходимости 
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Признаки сходимости знакоположительных числовых рядов: 
интегральный, признак сравнения 
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Признак Даламбера и Коши. Знакочередующиеся ряды, признак 

Лейбница 
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Знакопеременные ряды, абсолютная и условная сходимости 
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7.2 Функциональные и степенные ряды 
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Равномерная сходимость функциональных рядов. 
Признак Вейерштрасса. Свойства равномерно сходящихся 

функциональных рядов 
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Степенные ряды 

 

 

 



382 
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Ряды Тейлора и Маклорена 

 
Задание 6 
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Приложения степенных рядов 
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Тема 8. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
 

8.1. Основные понятия и теоремы теории вероятностей 
 

Пространство элементарных событий. 
Операции над случайными событиями 

 
Задание 1. Два шахматиста играют подряд две партии. Под исходом опыта 

будем понимать выигрыш одного из них в i -й партии или ничью. Построить 
пространство Ω  элементарных исходов. 

Решение. Обозначим события iA  – в i -й партии выиграл первый игрок, iB  
– второй, iC  – ничья. Тогда возможны девять исходов игры:  

1. Обе партии выиграл первый игрок: 1 2A A . 
2. Обе партии выиграл второй игрок: 1 2B B . 
3. Обе партии закончились вничью: 1 2C C . 
4. В первой партии выиграл первый игрок, во второй – второй: 1 2A B . 
5. В первой партии выиграл первый игрок, во второй – ничья: 1 2AC . 
6. В первой партии выиграл второй игрок, во второй – первый: 1 2B A . 
7. В первой партии выиграл второй игрок, во второй – ничья: 1 2B C . 
8. В первой партии ничья, во второй – победа первого игрока: 1 2C A . 
9. В первой партии ничья, во второй – победа второго игрока: 1 2C B . 
Ответ: Ω ={ 1 2A A , 1 2B B , 1 2C C , 1 2A B , 1 2AC , 1 2B A , 1 2B C , 1 2C A , 1 2C B }. 
 
Задание 2. Пусть A , B , C  – три произвольных события. Найти выражения 

для событий, состоящих в том, что из А, В, С: 
а) произошло только A ; 
б) произошли A  и B , но C  не произошло; 
в) все три события произошли; 
г) произошло, по крайней мере, одно из событий; 
д) произошли, по крайней мере, два события; 
е) произошло одно и только одно событие; 
ж) произошли два и только два события; 
з) ни одно событие не произошло; 
и) произошло не более двух событий. 
Решение. a) Обозначим через B  и C  события, заключающиеся в том, 

что события B  и C  не произошли, тогда событие {произошло только A} 
можно записать в виде ABC . 

б) ABC . 
в) ABC . 
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г) A B C+ + . 
д) AB AC BC+ + . 
е) ABC ABC ABC+ + . 
ж) ABC ABC ABC+ + . 
з) ABC . 
и) ABC , т.е. три события одновременно не произошли. 

 
Задание 3. а) Пространством элементарных событий при подбрасывании 

одной монеты является множество { },Г РΩ = , которое состоит из двух точек 

1 Гω =  (герб) и 2 Рω =  (решка). 
б) При подбрасывании двух игральных костей пространством элементарных 

событий является множество 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1,2 ,..., 1,6 , 2,1 ,..., 2,6 ,..., 6,6Ω =  – 36 пар цифр. 

Подмножество ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,5 , 2,4 , 3,3 , 4,2 , 5,1A =  этого пространства есть 
событие, которое состоит в появлении в сумме шести очков на двух гранях 
костей. Событие A считается свершившимся, если при подбрасывании двух 
игральных костей сумма очков равна шести. 

в) Подбрасывается монета до появления герба. Возможные результаты в 
этом эксперименте: Г, РГ, РРГ, РРРГ, … Таким образом, пространство 
элементарных событий в данном случае есть множество Ω , имеющее 
бесконечное множество точек (элементарных исходов). 

г) Продолжительность жизни, например, людей находится во временном 
интервале [ )0;Ω = +∞ . 

Задание 4. Бросают две игральные кости. Пусть A  – событие, состоящее 
в том, что сумма очков нечетная; B  – событие, заключающееся в том, что 
хотя бы на одной из костей выпала единица. Составить пространство 
элементарных событий, связанное с данным опытом. 

Задание 5. Потребитель может увидеть рекламу определенного продукта 
по телевидению, на рекламном стенде или прочитать в газете. Составить 
пространство элементарных событий для потребителя в этом опыте. 

Задание 6. Из множества супружеских пар наугад выбирается одна пара. 
События A = {Мужу больше 30 лет}, B = {Муж старше жены}, C ={Жене 
больше 30 лет}. Выяснить смысл событий ABC , A AB− , ABC . 

Задание 7. Рабочий обслуживает три автоматических станка. Событие 
A  – первый станок потребует внимания рабочего в течение часа, B  – второй 
станок потребует внимания рабочего в течение часа, C  – третий станок 
потребует внимания рабочего в течение часа. Что означают события: ABC , 
A B C+ + , A B C ABC+ + − , ABC ? 

Задание 8. Производится испытание трех приборов на надежность. 
Пусть событие kA  – k -й прибор выдержал испытание ( 1,2,3k = ). 
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Представить в виде суммы и произведения событий kA  и kA  следующие 
события: а) хотя бы один прибор выдержал испытание; б) не менее двух 
приборов выдержали испытание; в) только один прибор выдержал 
испытание; г) только два прибора выдержали испытание. 

Задание 9. События A , B , C  означают, что взято хотя бы по одной книге 
из трех различных собраний сочинений, каждое из которых содержит, по 
крайней мере, три тома. События sA  и kB  означают соответственно, что из 
первого собрания сочинений взяты s , а из второго – k  томов. Что означают 
события: A B C+ + , 1 3A B+ , 2 2A B ? 

Задание 10. Среди студентов, собравшихся на лекцию по теории 
вероятностей, выбирают наудачу одного. Пусть событие A  заключается в 
том, что выбранный студент окажется юношей. Событие B  – в том, что он 
занимается спортом, а событие C  – в том, что он живет в общежитии. а) 
Описать событие ABC . б) При каком условии будет иметь место тождество 
ABC A= ? в) Когда будет иметь место равенство A B= ? Будет ли оно 
иметь место, если все юноши спортсмены? 

 
Элементы комбинаторики 

 
Задание 1. Сколько существует трехзначных чисел с разными цифрами? 
Решение. В десятичной системе исчисления десять цифр: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 

6, 7, 8, 9. На первом месте может стоять любая из девяти цифр (кроме нуля). 
На втором месте – любая из оставшихся 9 цифр (кроме выбранной). На 
последнем месте любая из оставшихся 8 цифр. По правилу произведения 
9∙9∙8 = 648 трехзначных чисел имеют разные цифры. 

Ответ: 648. 
 
Задание 2. Сколько существует способов выбора одного карандаша из 

коробки, содержащей 5 красных, 7 синих, 3 зеленых карандаша? 
Решение. Один карандаш, по правилу суммы, можно выбрать 5+7+3 = 15 

способами. 
Ответ: 15. 
 
Задание 3. В соревнованиях участвует 10 человек, трое из них займут 

1-е, 2-е, 3-е место. Сколько существует различных вариантов? 
Решение. Выбор осуществляется трех элементов из 10 без возвращений 

и с учетом порядка, тогда число различных вариантов вычисляется по 
формуле (см. приложение 1) числа размещений без повторений 

!
( )!

k
n

nA
n k

 
= − 

, т.е. 
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3
10

10! 7! 8 9 10 8 9 10 720
(10 3)! 7!

A ⋅ ⋅ ⋅
= = = ⋅ ⋅ =

−
. 

Ответ: 720. 
 
Задание 4. Сколько существует способов расстановки 10 различных 

книг на полке? 
Решение. Так как осуществляется выбор всех 10 элементов и все они 

различны, то общее число способов расстановки определяется (см. 
приложение 1) как число перестановок без повторений из 10 элементов и 
вычисляется по формуле !nP n= , т.е. 10P  = 10! = 3628800. 

Ответ: 3628800. 
 
Задание 5. Сколько существует способов выбора трех человек из десяти. 
Решение. В данном случае при выборе для нас важен только состав 

наборов по три человека, порядок выбора роли не играет, поэтому в отличие 
от примера 2.3 число способов выбора подсчитаем по формуле (см. 

приложение 1) числа сочетаний без повторений 
!

!( )!
k
n

nC
k n k

 
= − 

:

 3
10

10! 7! 8 9 10 120
(10 3)!3! 7! 1 2 3

C ⋅ ⋅ ⋅
= = =

− ⋅ ⋅ ⋅
. 

Ответ: 120. 
 

Задание 6. В гостинице 10 комнат, каждая из которых может разместить 
четырех человек. Сколько существует вариантов размещения прибывших 
четырех гостей? 

Решение. Каждый гость из 4 может быть помещен в любую из 10 
комнат (т.е. выбор осуществляется с учетом порядка и с возвращениями), 
поэтому общее число размещений, по формуле (см. приложение 1) 

размещений с повторениями ( k k
nA n= ), равно 4 4

10 10 10000A = = . 
Ответ: 10000. 
 
Задание 7. В магазине продается 10 видов тортов. Очередной покупатель 

выбил чек на три торта. Считая, что любой набор товаров равновозможен, 
определить число возможных заказов. 

Решение. Выбор осуществляется с возвращениями и без учета порядка, 
поэтому число равновозможных заказов вычисляется (см. приложение 1) с 

помощью числа сочетаний с повторениями ( 1
k k
n n kC C + −= ): 
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3 3 3
10 10 3 1 12

12! 9! 10 11 12 220
(12 3)!3! 9!3!

C C C+ −

⋅ ⋅ ⋅
= = = = =

−
. 

Ответ: 220. 
 
Задание 8. Сколько различных «слов» (необязательно имеющих смысл) 

можно составить из всех букв слова «кукушка»? 
Решение. Осуществляется выбор всех букв из 7, среди которых есть 

одинаковые. Поэтому количество слов вычисляется (см. приложение 1) с 
помощью числа перестановок с повторениями: 

1 2, , ,
1 2

!
! ! !mn n n

m

nP
n n n

=
⋅ ⋅ ⋅2

2
, 1 2 mn n n n= + + +2 , 

где 4m =  (количество различных букв в слове «кукушка»), 1 3n =  (число 
букв «к»), 2 2n =  (число букв «у»), 3 1n =  (число букв «ш»), 4 1n =  (число букв 
«а»), 1 2 3 4 7n n n n n= + + + = . Тогда  

3,2,1,1
7! 4 5 6 7 420

3! 2! 1! 1! 2
P ⋅ ⋅ ⋅

= = =
⋅ ⋅ ⋅

. 

Ответ: 420. 
 
 

1. Вычислить: а) 3 3 3
7 6 5A A A+ + ; б) 

5 4
6 6

3
6

A A
A
+

; в) 5 6

4

P P
P
+

; г) 6 7 3( )P P P− ; 

д) 5 0
7 5C C+ ; е) 

9 10
14 14

10
15

C C
C
+

. 

Ответ: а) 390; б) 9; в) 35; г) 3624480; д) 22; е) 1. 
2. Найти n , если: а) 3 2

2 34n nA A− −= ; б) 4 3
215n nA A −= ; в) 4

4 242n n nA P P− −⋅ = ; 

г) 3
5 3240 m

n n n mP A P+
+ + −= ⋅ ; д) 3 4

25 n nC C += ; е) 1
4 3 15( 2)n n

n nC C n+
+ += + + . 

Ответ: а) 6; б) 6 или 10; в) 7; г) 11; д) 14 или 3; е) 27. 
3. Сколько различных трехзначных чисел можно составить из цифр 1, 2, 

3, 4, 5 при условии, что в каждом числе нет одинаковых цифр?  
Ответ: 60. 
4. Группа учащихся изучает 8 различных дисциплин. Сколькими 

способами можно составить расписание занятий в субботу, если в этот день 
недели должно быть 3 различных урока? 

Ответ: 336. 
5. Сколькими способами 8 различных книг можно расставить на одной 

полке так, чтобы: а) две определенные книги оказались рядом; б) две 
определенные книги не оказались рядом? 

Ответ: а) 2 7 10080P P⋅ = ; б) 30240. 
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6. Сколько шестизначных чисел можно составить из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 

не повторяя цифр в числе?  
Ответ: 600. 
7. В урне 10 белых и 5 черных шаров. Сколькими способами из урны 

можно наугад вынимать 3 шара вместе, чтобы: а) все три шара оказались 
белыми; б) все три шара оказались черными; в) два шара оказались белыми, а 
один черным; г) один шар оказался белым, а два черными?  

Ответ: а) 120; б) 10; в) 225; г) 100. 
8. В розыгрыше личного первенства техникума по шахматам было 

сыграно 120 игр. Сколько было участников, если каждые два участника 
встречались между собой один раз?  

Ответ: 16. 
9. В группе 20 юношей и 10 девушек. Сколькими способами можно 

избрать трех юношей и двух девушек для участия в слете студентов?  
Ответ: 53100. 
10. Для разгрузки товаров директору магазина требуется выделить 5 из 

20 имеющихся рабочих. Сколькими способами это можно сделать, 
осуществляя отбор в случайном порядке?  

Ответ: 15504. 
11. Сколько словарей надо издать, чтобы переводить с 5 языков на 

любой другой?  
Ответ: 10. 
12. Служащий банка утратил 5-значный код одного из сейфов, 

состоящий из различных цифр. Однако он помнит только 2 цифры этого 
кода. Сколько вариантов он должен перепробовать, чтобы открыть сейф? 

Ответ: 6720. 
13. Сколько четырехбуквенных «слов» (необязательно имеющих смысл) 

можно образовать из слова «студент»? 
Ответ: 840. 
14. Сколько разных перестановок можно получить из букв слова 

«задача»? 
Ответ: 120. 
15. В лифте 5 пассажиров, а в доме 9 этажей. Сколько имеется 

возможностей у пассажиров выйти из лифта на этажах так, чтобы никакие 
два из них не вышли на одном и том же этаже? 

Ответ: 6720. 
16. Сколько прямых линий можно провести через 9 точек, из которых 

ровно 3 лежат на одной прямой? 
Ответ: 34. 
 

Классическое определение вероятности 
Задание 1. В урне 10 одинаковых по размерам и весу шаров, из которых 

4 красных и 6 голубых. Из урны извлекаем 1 шар. Какова вероятность того, 
что извлеченный шар окажется голубым?  
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Решение. Событие «извлеченный шар оказался голубым» обозначим 

буквой A . Данное испытание имеет 10 равновозможных элементарных 
исходов, из которых 6 благоприятствуют событию A . В соответствии с 
классическим определением вероятности, делим количество благоприятных 

исходов на количество всех возможных исходов ( ) = 
 

mP A
n

, получим 

6( ) 0,6
10

= =P A . 

Ответ: 0,6. 
 
Задание 2. 1 сентября на первом курсе одного из факультетов 

запланированы по расписанию 3 лекции из 10 различных предметов. 
Студент, не успевший ознакомиться с расписанием, пытается его угадать. 
Какова вероятность успеха в данном эксперименте, если считать, что любое 
расписание из трех предметов равновозможно. 

Решение. Студенту необходимо из 10 лекций, которые могут быть 
поставлены в расписание, причем в определенном порядке, выбрать три. 
Следовательно, число всех возможных исходов испытания равно (см. 
приложение 1) числу размещений из 10 по 3, т.е.  

3
10

10! 10! 10 9 8 720.
(10 3)! 7!

n A= = = = ⋅ ⋅ =
−

 

Благоприятный же случай только один, т.е. 1m = . Искомая вероятность 

будет равна 
1 0,0014

720
mP
n

= = ≈ . 

Ответ: 1/720. 
 

 
1. Наудачу выбрано натуральное число, не превосходящее 30. Какова 

вероятность того, что это число кратно 3? 
Ответ: 1/3. 
2. В урне a  красных и b  голубых шаров, одинаковых по размерам и 

весу. Чему равна вероятность того, что шар, наудачу извлеченный из этой 
урны, окажется голубым? 

Ответ: / ( )b a b+ . 
3. Наудачу выбрано натуральное число, не превосходящее 30. Какова 

вероятность того, что это число является делителем 30? 
Ответ: 4/15. 
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4. В урне 4 голубых и 7 красных шаров, одинаковых по размерам и 

весу. Из этой урны извлекают один шар и откладывают в сторону. Этот шар 
оказался красным. После этого из урны вынимают еще один шар. Найти 
вероятность того, что второй шар также красный. 

Ответ: 0,6. 
5. Наудачу выбрано натуральное число, не превосходящее 50. Какова 

вероятность того, что это число является простым? 
Ответ: 0,3. 
6. Подбрасывается три игральных кубика, подсчитывается сумма очков 

на верхних гранях. Что вероятнее – получить в сумме 9 или 10 очков? 
Ответ: вероятнее получить в сумме 10 очков (27/216), чем получить в 

сумме 9 очков (25/216). 
7. На полке стоят 15 книг, 5 из них в переплете. Берут наудачу три 

книги. Какова вероятность того, что все три книги в переплете? 
Ответ: 2/91. 
8. Подбрасывается три игральных кубика, подсчитывается сумма 

выпавших очков. Что вероятнее – получить в сумме 11 (событие A) или 
12 очков (событие B )? 

Ответ: ( ) 27 / 216Р А = , ( ) 25 / 216Р В = , ( ) ( )P A P B> . 
9. В урне 10 лотерейных билетов, причем 4 из них выигрышные. Из 

урны наугад извлекаются 2 билета. Найти вероятность того, что: а) оба 
билета выигрышные; б) оба билета без выигрыша; в) один билет 
выигрышный, а другой – нет. 

Ответ: а) 2/15; б) 1/3; в) 8/15. 
10. В лифт на первом этаже семиэтажного дома вошли 3 человека. 

Каждый из них с одинаковой вероятностью выходит на любом этаже, 
начиная со второго. Найти вероятность того, что: а) все пассажиры выйдут на 
одном и том же этаже; б) все пассажиры выйдут на 5-ом этаже; в) все 
пассажиры выйдут на разных этажах? 

Ответ: а) 1/36; б) 1/216; в) 5/9. 
11. В магазин поступило 40 новых цветных телевизоров, среди которых 

7 имеют скрытые дефекты. Наудачу отбирается один телевизор для 
проверки. Какова вероятность, что он не имеет скрытых дефектов? 

Ответ: 0,825. 
12. Найти вероятность того, что дни рождения 12 человек придутся на 

разные месяцы года?  
Ответ: 0,00005372. 
13. В кондитерской имеются 6 видов пирожных. Очередной покупатель 

выбил чек на три пирожных. Считая, что любой заказываемый набор 
пирожных равновероятен, вычислить вероятность того, что покупатель 
заказал пирожные разных видов?  

Ответ: 0,357. 
14. В подъезде дома установили замок с кодом. Дверь автоматически 

отпирается, если в определенной последовательности набрать три цифры из 
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возможных десяти. Некто подошел к двери и, не зная кода, стал наудачу 
пробовать различные комбинации из трех цифр. На каждую попытку он 
тратит 15 секунд. Какова вероятность того, что ему удастся открыть дверь за 
один час? 

Ответ: 0,24. 
 

Основные теоремы теории вероятностей 
 

Задача 1. Два стрелка сделали по 1-му выстрелу в мишень, вероятность 
попадания первого равна 0,8, а второго – 0,6. Найти вероятность событий: 
A = {оба попали}, B = {попал один}, C ={попал хотя бы один}. 

Решение. Обозначим через 1A , 2A  события, обозначающие, 
соответственно, что первый и второй стрелки попали в цель. По условию

1( ) 0,8P A = , 2( ) 0,6P A = . 
Событие A  наступит при одновременном попадании, поэтому 1 2A A A= . 

Отсюда, в силу независимости событий 1A  и 2A , имеем 

1 2( ) ( ) ( ) 0,48P A P A P A= = . 

Так как 1 2 1 2B A A A A= + , то, учитывая несовместность событий 1 2A A  и 

1 2A A , имеем ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2( )P B A A A A P A A P A A= + = + . Так события 1A  

и 2A , а также 1A  и 2A  независимы, то 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )

1 0,8 0,6 0,8 1 0,6 0,44.

P B A A A A P A P A P A P A= + = + =

= − + − =
 

Так как 1 2C A A= + , то по формуле сложения вероятностей 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0,8 0,6 0,8 0,6 0,92.

P C P A A P A P A P A A= + = + − =
= + − ⋅ =

 

Или через противоположное событие C = {не попал ни один} 1 2A A= ⋅ , 

учитывая независимость событий 1A  и 2A , получим 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2( ) 1 1 1

1 (1 0,8)(1 0,6) 0,92.

P C P C P A A P A P A= − = − ⋅ = − =

= − − − =
 

Ответ: ( ) 0,48P A = ; ( ) 0,44P B = ; ( ) 0,92P C = . 
 

Задача 2. В урне 2 белых и 3 черных шара. Из урны вынимают подряд 2 
шара. Найти вероятность того, что оба шара белые. 
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Решение. Рассмотрим элементарные события: 1A ={первым вытащили 

белый шар}, 2A ={вторым вытащили белый шар}. Искомое событие A =
{оба шара белые} наступит, если наступят одновременно и 1A , и 2A , т.е. 

1 2A A A= . По формуле произведения вероятностей 

1 2 1 2 1
2 1 1( ) ( ) ( ) ( / )
5 4 10

P A P A A P A P A A= = = ⋅ = . 

Ответ: 1/10. 
 
1. Круговая мишень состоит из трех зон. Вероятности попадания в эти 

зоны при одном выстреле соответственно равны 0,1; 0,35 и 0,4. Найти 
вероятность: а) попадания в первую или третью зоны; б) промаха по мишени. 

Ответ: а) 0,5; б) 0,15. 
2. В группе 25 студентов, из них 10 юношей и 15 девушек. Какова 

вероятность того, что из трех вызванных наудачу студентов: а) все три 
девушки; б) первые две девушки, третий – юноша; в) все три юноши? 

Ответ: а) 91/460; б) 7/46; в) 6/115. 
3. Вероятность безотказной работы автомобиля равна 0,9. Автомобиль 

перед выходом на линию осматривается двумя механиками. Вероятность 
того, что первый механик обнаружит неисправность в автомобиле, равна 0,8, 
а второй – 0,9. Если хотя бы один механик обнаружит неисправность, то 
автомобиль отправляется на ремонт. Найти вероятность того, что: 
а) автомобиль будет выпущен на линию; б) автомобиль не будет выпущен на 
линию. 

Ответ: а) 0,902; б) 0,098. 
4. Из урны, содержащей четыре красных и шесть черных шаров, 

вынимают два шара (без возвращения первого). Какова вероятность того, 
что: а) вынуты два шара черного цвета; б) вынуты красный и черный в любой 
последовательности; в) второй шар будет черным; г) оба шара одного цвета? 

Ответ: а) 1/3; б) 8/15; в) 3/5; г) 7/15. 
5. Сколько раз необходимо бросить игральную кость, чтобы с 

вероятностью 0,9 хотя бы один раз выпало не менее четырех очков? 
Ответ: 4. 
6. В магазин вошли три покупателя. Вероятность того, что каждый что-

нибудь купит, равна 0,3. Найти вероятность того, что: а) два из них совершат 
покупки; б) все три совершат покупки; в) ни один не совершит покупки; г) по 
крайней мере, два совершат покупки; д) хотя бы один купит товар. 

Ответ: а) 0,189; б) 0,027; в) 0,343; г) 0,216; д) 0,657. 
7. Через автобусную остановку проходят автобусы семи маршрутов с 

равной частотой. Пассажир ожидает автобус одного из маршрутов №1, №5, 
№7. Какова вероятность того, что нужный ему автобус будет одним из 
первых трех подошедших к остановке? 

Ответ: 31/35. 
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8. Читатель разыскивает книгу в трех библиотеках. Одинаково вероятно, 

есть или нет в фонде очередной библиотеки книга и также одинаково 
вероятно, выдана она или нет. Чему равна вероятность того, что читатель 
найдет нужную книгу? 

Ответ: 37/64. 
9. Три студента сдают экзамен. Вероятность того, что отдельный 

студент сдаст экзамен на «отлично» равна для первого студента 0,7, для 
второго – 0,6, для третьего – 0,2. Какова вероятность того, что экзамен будет 
сдан на «отлично»: а) только одним из студентов; б) двумя студентами; 
в) хотя бы одним; г) ни одним? 

Ответ: а) 0,392; б) 0,428; в) 0,904; г) 0,096. 
10. В первой бригаде 6 тракторов, во второй – 9. В каждой бригаде один 

трактор требует ремонта. Из каждой бригады наудачу выбирают по одному 
трактору. Какова вероятность того, что: а) оба трактора исправны; б) один 
требует ремонта; в) трактор из второй бригады исправен. 

Ответ: а) 0,741; б) 0,241; в) 0,889. 
 

Формула полной вероятности и формула Байеса 
 

Задание 1. Команда стрелков состоит из 5 человек, трое из них 
попадают с вероятностью 0,8, а двое – с вероятностью 0,6. Наудачу из 
команды берется стрелок и производит выстрел. а) Какова вероятность того, 
что стрелок попадет? б) Если стрелок попал в цель, то какова вероятность, 
что это один из трех (один из двух)? 

Решение. а) Событие A = {наудачу взятый стрелок попал} может 
произойти, если произойдет одно из несовместных событий 1H = {наудачу 
взятый стрелок один из трех} или 2H = {наудачу взятый стрелок один из 
двух}. Так как 1H  и 2H  несовместны и 1 2H H+ = Ω  (т.е. в сумме образуют 
достоверное событие), то события 1H  и 2H  являются полной группой 
событий. Для определения вероятности события A  воспользуемся формулой 
полной вероятности: 

1

1 1 2 2

( ) ( ) ( / )

3 2 18( ) ( / ) ( ) ( / ) 0,8 0,6 .
5 5 25

n

i i
i

P A P H P A H

P H P A H P H P A H

=

= =

= + = ⋅ + ⋅ =

∑
 

б) Воспользуемся формулой Байеса: 

1

( ) ( / ) ( ) ( / )( / )
( )( ) ( / )

k k k k
k n

i i
i

P H P A H P H P A HP H A
P AP H P A H

=

= =

∑
, 

тогда 
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1 1
1

( ) ( / ) 3 / 5 0,8( / ) 2 / 3
( ) 18 / 25

P H P A HP H A
P A

⋅
= = = , 

2 2
2

( ) ( / ) 2 / 5 0,6( / ) 1 / 3
( ) 18 / 25

P H P A HP H A
P A

⋅
= = = , 

или 2 1( / ) 1 ( / ) 1 2 / 3 1/ 3P H A P H A= − = − = . 
Ответ: а) 18/25; б) 2/3 (1/3). 

 
1. В первой урне 10 деталей, из них 8 стандартных. Во второй 6 деталей, 

из которых 5 стандартных. Из второй урны переложили в первую одну 
деталь. Какова вероятность того, что деталь, извлеченная после этого из 
второй урны, нестандартная? 

Ответ: 1/6. 
2. В районе 24 человека обучаются в университете. Из них 6 – на 

биотехнологическом факультете, 12 – на экономическом и 6 – на факультете 
банковского дела. Вероятность успешно сдать все экзамены на предстоящей 
сессии для студентов биотехнологического факультета равна 0,6, 
экономического – 0,76 и банковского дела – 0,8. Найти вероятность того, что 
наудачу взятый студент, сдавший успешно все экзамены, окажется студентом 
факультета банковского дела. 

Ответ: 0,27. 
 
3. Стрелковое отделение получило 10 винтовок, из которых 8 

пристрелянных, две нет. Вероятность попадания в цель из пристрелянной 
винтовки равна 0,6, а из не пристрелянной – 0,4. а) Какова вероятность, что 
стрелок из наудачу взятой винтовки попадает в цель при одном выстреле? 
б) Стрелок поразил цель, какова вероятность, что он стрелял из 
пристрелянной винтовки? 

Ответ: а) 0,56; б) 0,857. 
4. Для посева заготовлены семена 4 сортов пшеницы. Причем 20% всех 

семян 1-го сорта, 30% – 2-го сорта, 10% – 3-го сорта и 40% – 4-го сорта. 
Вероятность того, что из зерна вырастет колос, содержащий не менее 40 
зерен, для первого сорта равна 0,5, для второго – 0,3, для третьего – 0,2, для 
четвертого – 0,1. Найти вероятность того, что наудачу взятое зерно даст 
колос, содержащий не менее 40 зерен. 

Ответ: 0,25. 
5. Имеется 5 урн. В первой, второй и третьей находится по 4 белых и 6 

черных шаров, в четвертой и пятой урнах – по 2 белых и 3 черных шара. 
Случайно выбирается урна, и из нее извлекается шар. Какова вероятность 
того, что была выбрана четвертая или пятая урна, если извлеченный шар 
оказался белым? 

Ответ: 0,4. 
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6. Покупатель с равной вероятностью посещает 3 магазина. Вероятность 

того, что он купит товар в первом магазине, равна 0,4, во втором – 0,3, в 
третьем – 0,2. Определить вероятность того, что покупатель купил товар 
только в одном магазине, если каждый магазин он посетил дважды. 

Ответ: 0,503. 
7. При переливании крови учитывается группа крови больного и донора. 

Человеку с четвертой группой крови можно перелить кровь любой группы; 
со второй и третьей – той же группы или первой; с первой – только первую 
группу. Среди населения 33,7% имеют первую группу крови, 37,5% – 
вторую, 20,9% – третью, 7,9% – четвертую. Найти вероятность того, что 
случайно взятому больному можно перелить кровь случайно взятого донора. 

Ответ: 0,574. 
8. Счетчик регистрирует частицы трех типов: А, В и С. Вероятность 

появления частицы А – 0,2, частицы В – 0,5, частицы С – 0,3. Частицы 
каждого вида счетчик улавливает с вероятностями 0,8, 0,2 и 0,4 
соответственно. Счетчик отметил частицу. Определить вероятность того, что 
это частица В. 

Ответ: 0,26. 
9. Рабочий обслуживает 3 станка, на которых обрабатываются 

однотипные детали. Вероятность брака для первого станка равна 0,02, для 
второго – 0,03, для третьего – 0,04. Обработанные детали складывают в один 
ящик. Производительность первого станка в три раза больше, чем второго, а 
третьего – в два раза меньше, чем второго. Какова вероятность того, что 
взятая наудачу деталь будет бракованной? 

Ответ: 0,024. 
10. В группе 21 студент, в том числе 5 отличников, 10 хорошо 

успевающих и 6 занимающихся слабо. На предстоящем экзамене отличники 
могут получить только отличные оценки. Хорошо успевающие студенты 
могут получить с равной вероятностью хорошие и отличные оценки. Слабо 
занимающиеся студенты могут получить с равной вероятностью хорошие, 
удовлетворительные и неудовлетворительные оценки. Для сдачи экзамена 
приглашается наудачу один студент. Найти вероятность того, что он получит 
хорошую или отличную оценку. 

Ответ: 17/21. 
11. В первой урне 2 голубых и 6 красных шаров, во второй – 4 голубых и 

2 красных. Из первой урны наудачу переложили 2 шара во вторую, после 
чего из второй урны наудачу достали один шар. а) Какова вероятность того, 
что этот шар голубой? б) Предположим, что шар, взятый из второй урны, 
оказался голубым. Какова вероятность того, что из первой урны во вторую 
были переложены 2 голубых шара? 

Ответ: а) 9/16; б) 1/21. 
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8.2. Схема повторных независимых испытаний 
 

Задание 1. Вероятность попадания в цель составляет при отдельном 
выстреле 0,8p = . Найти вероятность пяти попаданий при 6 выстрелах. 

Решение. Здесь имеем схему Бернулли, количество испытаний 6n = , 
вероятность удачи (попадания) 0,8p = , вероятность неудачи (промаха) 

1 0,2q p= − = . Необходимо найти вероятность того, что из 6 испытаний 
будет 5 удач, т.е. 5m = . Используя формулу Бернулли ( ) m m n m

n nP m C p q −= , 
имеем  

( ) ( )5 1
6

6! 6144(5) 0,8 0,2 0,3932
5! 1! 15625

P = = ≈
⋅

. 

Ответ: 0,3932. 
 
Задание 2. Всхожесть семян данного сорта растений оценивается 

вероятностью 0,8. Какова вероятность того, что из 5 посеянных семян 
взойдет не меньше 4? 

Решение. Здесь 5n = , 0,8p = , 1 0,2q p= − = , 4m ≥  (т.е. 4 или 5). 
Поэтому по формуле Бернулли 

( )5 5 5 5

4 4 1 5 5 0
5 5

( 4) 4;5 (4) (5)
2304(0,8) (0,2) (0,8) (0,2) 0,73728.
3125

P m P P P

C C

≥ = = + =

= + = =  

Ответ: 0,73728. 
 
Задание 3. По данным ОТК на сотню металлических брусков, 

заготовленных для обработки, приходится 30 с зазубринами. Какова 
вероятность, что из случайно взятых 7 брусков окажется без дефектов не 
менее трех? 

Решение. Пусть событие A = {на бруске зазубрины отсутствуют}. Тогда 

( ) 70 0,7
100

P A p= = =  и ( ) 0,3P A q= = . Число испытаний 7n = , 3m ≥  

(т.е. принимает значения от 3 до 7). Поэтому искомая вероятность 
( )7 7 7 7 7 73;7 (3) (4) (5) (6) (7)P P P P P P= + + + + . Используя 

противоположное событие, можно уменьшить количество слагаемых: 
( ) ( ) ( )

( )
7 7 7 7 7

0 0 7 1 1 6 2 2 5
7 7 7

3;7 1 0;2 1 (0) (1) (2)

1 (0,7) (0,3) (0,7) (0,3) (0,7) (0,3)

1 0, 0,0287955 97120 .45

P P P P P

C C C

= − = − + + =

= − + + =

= − =

 

Ответ: 0,9712045. 
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Задание 4. При автоматической наводке орудия вероятность попадания 

по быстро движущейся цели равна 0,9. Найти наивероятнейшее число 
попаданий при 50 выстрелах. 

Решение. Здесь 50n = , 0,9p = , 0,1q = . Так как наивероятнейшее 
число удач 0m  – это целое число, удовлетворяющее двойному неравенству 

0np q m np p− ≤ ≤ + , то 050 0,9 0,1 50 0,9 0,9m⋅ − ≤ ≤ ⋅ + , т.е. 

044,9 45,9m≤ ≤ . Откуда наивероятнейшее число попаданий 0 45m = . 
Ответ: 45. 
 
Задание 5. Вычислительный центр обслуживает 100 программистов. 

Вероятность того, что в течение одной минуты программист обратится в ВЦ, 
равна 0,01. Найти вероятность того, что в течение одной минуты обратятся в 
ВЦ 3 программиста. 

Решение. Имеем схему Бернулли с большим числом испытаний 
100n = , так как 100 0,01 1 6npλ = = ⋅ = < , то используем приближенную 

формулу Пуассона 

( )
!

m

nP m e
m

λλ −≈ . 

Тогда, учитывая, что 2,71828e ≈ , имеем 

( )
3

1
100

13 0,0613
3!

P e−≈ ≈ . 

Ответ: 0,0613. 
 

Задание 6. По данным ОТК радиозавода, 0,8 всего объема продукции, 
выпускаемой заводом, не имеет дефектов. Найти вероятность того, что среди 
наудачу взятых 400 деталей с дефектом окажется 80. 

Решение. Имеем схему Бернулли с большим числом испытаний 
400n = , так как 400 0,2 80 6npλ = = ⋅ = >  и 400 0,8 320 6nq = ⋅ = > , то 

используем приближенную локальную формулу Муавра-Лапласа: 
( )( )n
xP m

npq
ϕ

≈ , 
m npx

npq
−

= . 

Так как 
80 400 0,2 0 0

8400 0,2 0,8
x − ⋅

= = =
⋅ ⋅

, 

то по таблице приближенных значений функции Гаусса (см. приложение 
2) находим ( )0 0,398942ϕ = , откуда искомая вероятность 

( )400
0,39894280 0,049868

8
P ≈ ≈ . 

Ответ: 0,049868. 



402 
 
 
Задание 7. В партии из 768 арбузов каждый арбуз оказывается неспелым 

с вероятностью ¼. Найти вероятность того, что количество спелых арбузов 
будет в пределах от 564 до 600 включительно. 

Решение. Имеем схему Бернулли с большим числом испытаний 768n =
, 0,75p = , 0,25q = , 564 600m≤ ≤  (много слагаемых). Так как 
выполняется двойное неравенство  

9
9 9

np
n n

< <
+ +

 

(действительно, 
9 7680,012 0,75 0,988

777 777
≈ < < ≈ ), 

то используем приближенную интегральную формулу Муавра-Лапласа: 

( )1 2 2 1
1( ; ) ( ) ( )
2nP m m x x≈ Φ − Φ , 1

1
m npx

npq
−

= , 2
2

m npx
npq
−

= . 

Вычислим значения 

1
564 768 0,75 564 576 1

12768 0,75 0,25
x − ⋅ −

= = = −
⋅ ⋅

, 

2
600 768 0,75 600 576 2

12768 0,25 0,75
x − ⋅ −

= = =
⋅ ⋅

. 

Так как функция Лапласа нечетная, то ( 1) (1)Φ − = −Φ . По таблице 
приближенных значений функции Лапласа находим (1) 0,682689Φ ≈ , 

(2) 0,954500Φ ≈ . Тогда 

( ) ( ) ( )( ) ( )768
1 1564;600 2 1 0,954500 0,682689 0,818595
2 2

P ≈ Φ + Φ ≈ + ≈  

Ответ: 0,818595. 
 

1. Монета подбрасывается 10 раз. Какова вероятность того, что герб 
выпадет ровно 3 раза? 

Ответ: 15/128. 
2. Чему равно наивероятнейшее число нестандартных среди 500 деталей, 

если вероятность для каждой из них быть нестандартной равна 0,035? 
Ответ: 17. 
3. Вероятность того, что покупателю необходима мужская обувь 41-го 

размера, равна 0,25. Найдите вероятность того, что из шести покупателей, по 
крайней мере, двум необходима обувь 41-го размера. 

Ответ: 0,466. 
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4. Доля изделий высшего сорта на данном предприятии составляет 40%. 

Чему равно наивероятнейшее число изделий высшего сорта в случайно 
отобранной партии из 120 изделий? 

Ответ: 48. 
5. Производятся независимые испытания, в каждом из которых событие 

A  может появиться с вероятностью 0,0015. Какова вероятность того, что при 
2000 испытаниях событие A  появится три раза? 

Ответ: 0,224042. 
6. Сколько раз с вероятностью 0,0484 можно ожидать появление 

события A  в 100 независимых испытаниях, если вероятность его появления в 
отдельном испытании равна 0,5. 

Ответ: 55. 
7. При введении вакцины против полиомиелита иммунитет создается в 

99,99% случаев. Какова вероятность того, что из 1000 вакцинированных 
детей заболеет: а) один; б) два; в) три; г) четыре ребенка? 

Ответ: а) 0,3679; б) 0,183; в) 0,0613; г) 0,0153. 
8. Небольшой город ежедневно посещают 100 туристов, которые днем 

идут обедать. Каждый из них выбирает для обеда один из двух городских 
ресторанов с равными вероятностями и независимо друг от друга. Владелец 
одного из ресторанов желает, чтобы с вероятностью, приблизительно равной 
0,99, все пришедшие в его ресторан туристы могли там одновременно 
пообедать. Сколько мест должно быть для этого в его ресторане? 

Ответ: 62. 
9. Вероятность появления положительного результата в каждом из n  

опытов равна 0,9. Сколько нужно произвести опытов, чтобы с вероятностью 
0,98 можно было ожидать, что не менее 150 опытов дадут положительный 
результат. 

Ответ: 180. 
 
 

8.3. Случайные величины и их основные законы распределения 
 

Дискретные случайные величины 
 

Задание 1. Пусть закон распределения случайной величины задан 
таблицей: 

 
ix  4 10 20 

ip  0,25 0,5 0,25 
 
Определить математическое ожидание MX , дисперсию DX  и среднее 

квадратичное отклонение Xσ . 
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Решение. 
1

4 0,25 10 0,5 20 0,25 1 5 5 11
n

i i
i

MX x p
=

= = ⋅ + ⋅ + ⋅ = + + =∑ . 

( )22 2 2 2 2

1
4 0,25 10 0,5 20 0,25 11 33

n

i i
i

DX x p MX
=

= − = ⋅ + ⋅ + ⋅ − =∑ . 

33 5,745X DXσ = = ≈ . 
Ответ: 11MX = , 33DX = , 5,745Xσ ≈ . 
Задание 2. На двух автоматических станках производятся 

одинаковые детали. Даны законы распределения числа 
бракованных изделий, производимых в течение смены на каждом 
из них: 

для первого X : 
 

ix  0 1 2 3 
ip  0,1 0,2 0,4 0,3 

 

для второго Y : 
 

jy  0 1 2 

jq  0,5 0,2 0,3 
 

Составить закон распределения числа производимых в течение 
смены бракованных изделий обоими станками. Проверить свойство 
математического ожидания суммы случайных величин. 

Решение. Будем считать, что станки работают независимо друг 
от друга, т.е. что случайные величины X  и Y  независимы. Для того 
чтобы составить закон распределения числа производимых 
бракованных изделий обоими станками X Y+ , необходимо 
перебрать все возможные значения суммы i jx y+ , при этом каждой 
сумме соответствует вероятность ijP , вычисляемая как 
произведение соответствующих вероятностей ij i jP p q=  (так как 
случайные величины X  и Y  независимые), т.е.: 
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j  
i  1 2 3 

1 1 1 0 0 0x y+ = + = , 
11 0,1 0,5 0,05P = ⋅ = ; 

1 2 0 1 1x y+ = + = , 
12 0,1 0,2 0,02P = ⋅ = ; 

1 3 0 2 2x y+ = + = , 
13 0,1 0,3 0,03P = ⋅ = ; 

2 2 1 1 0 1x y+ = + = , 
21 0,2 0,5 0,1P = ⋅ = ; 

2 2 1 1 2x y+ = + = , 
22 0,2 0,2 0,04P = ⋅ = ; 

2 3 1 2 3x y+ = + = , 
23 0,2 0,3 0,06P = ⋅ = ; 

3 3 1 2 0 2x y+ = + = , 
31 0,4 0,5 0,2P = ⋅ = ; 

3 2 2 1 3x y+ = + = , 
32 0,4 0,2 0,08P = ⋅ = ; 

3 3 2 2 4x y+ = + = , 
33 0,4 0,3 0,12P = ⋅ = ; 

4 4 1 3 0 3x y+ = + = , 
41 0,3 0,5 0,15P = ⋅ = ; 

4 2 3 1 4x y+ = + = , 
42 0,3 0,2 0,06P = ⋅ = ; 

4 3 3 2 5x y+ = + = , 
43 0,3 0,3 0,09P = ⋅ = . 

Складывая вероятности для одинаковых значений суммы i jx y+ , 
получим: 

 
i jx y+  0 1 2 3 4 5 

,
ij

i j
P∑  0,05 0,1+0,02 0,2+0,04+0,03 0,15+0,08+0,06 0,06+0,12 0,09 

 
Закон распределения запишем в таблицу: 
 

X Y+  0 1 2 3 4 5 
P  0,05 0,12 0,27 0,29 0,18 0,09 
 
Проверим свойство математического ожидания 

( ) ( ) ( )M X Y M X M Y+ = + : 

1
( ) 0 0,1 1 0,2 2 0,4 3 0,3 1,9

n

i i
i

M X x p
=

= = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑ , 

1
( ) 0 0,5 1 0,2 2 0,3 0,8

n

j j
j

M Y x q
=

= = ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑ , 

( ) 0 0,15 1 0,12 2 0,27 3 0,19 4 0,18 5 0,09 2,7M X Y+ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =
, 

( ) ( ) 1,9 0,8 2,7M X M Y+ = + = . 
Таким образом, равенство ( ) ( ) ( )M X Y M X M Y+ = +  верно. 
 
Задание 3. Клиенты банка, не связанные друг с другом, не возвращают 

кредиты в срок с вероятностью 0,1. Составить закон распределения числа 
возвращенных в срок кредитов из 5 выданных. Найти математическое 
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ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение этой случайной 
величины. 

Решение. В качестве случайной величины X выступает число кредитов, 
возвращенных клиентами в срок. Возможные значения, которые может 
принять случайная величина X : 0, 1, 2, 3, 4, 5.  

Вероятность того, что каждый клиент возвратит кредит в срок, 
постоянна и равна 0,9p = . Вероятность того, что кредит не будет 
возвращен в срок, равна 1 0,9 0,1q = − = . Все 5 испытаний независимы. 
Случайная величина подчиняется биномиальному распределению с 
параметрами 5n = ; 0,9p = ; 0,1q = . 

Для составления закона распределения вычислим вероятности того, что 
случайная величина примет каждое из своих возможных значений. Расчет 
искомых вероятностей осуществляется по формуле Бернулли 

( ) m m m n
n nP m C p q −= , тогда 

0 0 5
5 5( 0) (0) 0,9 0,1 0,00001P X P C= = = ⋅ ⋅ = , 

1 1 4
5 5( 1) (1) 0,9 0,1 0,00045P X P C= = = ⋅ ⋅ = , 

2 2 3
5 5( 2) (2) 0,9 0,1 0,0081P X P C= = = ⋅ ⋅ = , 

3 3 2
5 5( 3) (3) 0,9 0,1 0,0729P X P C= = = ⋅ ⋅ = , 

4 4 1
5 5( 4) (4) 0,9 0,1 0,32805P X P C= = = ⋅ ⋅ = , 

5 5 0
5 5( 5) (5) 0,9 0,1 0,59049P X P C= = = ⋅ ⋅ = . 

Запишем закон распределения в виде таблицы: 
 

ix  0 1 2 3 4 5 

ip  0,00001 0,00045 0,0081 0,0729 0,32805 0,59049 
 
Проверка:  

5

1
0,00001 0,00045 0,0081 0,0729 0,32805 0,59049 1i

i
p

=

= + + + + + =∑
. 

Математическое ожидание и дисперсия случайной величины X , 
распределенной по биномиальному закону, вычисляется по формулам 
MX np= , DX npq= . Тогда 5 0,9 4,5MX = ⋅ = , 5 0,9 0,1 0,45DX = ⋅ ⋅ = . 

Среднее квадратическое отклонение 0,45 0,6708X DXσ = = ≈ . 
Ответ: 4,5MX = , 0,45DX = , 0,6708Xσ ≈ . 
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Задание 4. Случайная величина X  принимает два значения: 1 4x =  и 

2 5x = , а ее математическое ожидание равно 4,6. Найти закон распределения 
X . 

Решение. Пусть 1 ( 4)p P X= = , 2 ( 5)p P X= = . Тогда, по условию, 

1 24 5 4,6k k
k

MX x p p p= = + =∑ . 

Так как сумма всех вероятностей всегда равна 1, т.е. 1kp =∑ , то 

1 2 1p p+ = . Решая систему уравнений 

1 2

1 2

4 5 4,6;
1;

p p
p p

+ =
 + =

 

получим: 1 0,4p =  и 2 0,6p = .  
Тогда закон распределения имеет вид: 

 
kx  4 5 

kp  0,4 0,6 
 

1. Стрелок, имея четыре патрона, стреляет до первого попадания в цель. 
Вероятность промаха при каждом выстреле равна 0,6. Записать закон 
распределения, найти математическое ожидание числа оставшихся патронов. 

Ответ: 1,824MX = . 
2. Найти математическое ожидание и дисперсию числа бракованных 

изделий в партии из 15000 изделий, если вероятность брака для каждого 
изделия равна 0,015. 

Ответ: 225MX = ; 221,625DX = . 
3. Охотник стреляет по дичи до первого попадания, но успевает сделать 

не более четырех выстрелов. Найти дисперсию числа промахов, если 
вероятность попадания в цель при одном выстреле равна 0,7. 

Ответ: 0,58099. 
4. Имеется 7 карандашей, из них 3 красных. Некто наугад достает 3 

карандаша. Составить закон распределения случайной величины X  – числа 
извлеченных красных карандашей, найти математическое ожидание. 

Ответ: 1,2857MX = . 
5. Монету подбрасывают 5 раз. Составить закон распределения 

случайной величины X  – числа выпавших решек, найти математическое 
ожидание, дисперсию, функцию распределения.  

Ответ: 2,5MX = ; 1,25DX = . 
6. Производится 20 независимых испытаний с вероятностью успеха, 

равной 0,2. Найти дисперсию. 
Ответ: 3,2. 



408 
 
7. Урна содержит 5 черных и 10 красных мячей. Некто наудачу 

вынимает 2 мяча. Составить закон распределения случайной величины X  – 
числа вынутых черных шаров. Найти математическое ожидание, дисперсию, 
функцию распределения. 

Ответ: 0,67MX = ; 0,41DX = . 
8. В сборной команде университета по стрельбе состоит 16 человек, из 

которых 6 человек – перворазрядники. Из них выбирают 2 членов сборной. 
Найти закон распределения и математическое ожидание числа 
перворазрядников в сборной.  

Ответ: 0,75MX = . 
9. В аккредитации участвуют 4 коммерческих вуза. Вероятности пройти 

аккредитацию и получить сертификат для этих вузов, соответственно равны 
0,5; 0,4; 0,3; 0,2. Составить закон распределения числа коммерческих вузов, 
не прошедших аккредитацию. Найти математическое ожидание и дисперсию 
этого распределения. 

Ответ: 2,6MX = ; 0,86DX = . 
10. Вероятность рождения в семье мальчика равна 0,515. Составить 

закон распределения случайной величины X  – числа мальчиков в семьях, 
имеющих четырех детей. Построить закон распределения вероятностей. 
Найти математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое 
отклонение.  

Ответ: 2,06MX = ; 0,999DX = ; 0,9995Xσ = . 
11. Покупатель посещает магазины для приобретения нужного товара. 

Вероятность того, что товар имеется в определенном магазине, составляет 
0,4. Составить закон распределения случайной величины X  – числа 
магазинов, которые посетит покупатель из четырех возможных. Построить 
график распределения. Найти наиболее вероятное число магазинов, которые 
посетит покупатель. 

Ответ: 1 или 2 магазина. 
 

Непрерывные случайные величины 
 
 

Задание 1. Случайная величина X  задана функцией распределения 

( ) 3

0 при 0,
при 0 2,

1 при 2.

≤
= < ≤
 >

x
F x ax x

x
 

Найти коэффициент a  и плотность вероятностей случайной величины 
X . Определить вероятность выполнения неравенства 0 1X< < . 

Решение. Плотность распределения равна производной от функции 
распределения: 
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( ) ( ) 2

0 при 0,
3 при 0 2,

0 при 2.

≤
′= = < ≤
 >

x
f x F x ax x

x
 

Коэффициент a  определяем с помощью условия нормировки 

( ) 1f x dx
+∞

−∞

=∫ , откуда 
2

2

0

( ) 3 1f x dx ax dx
+∞

−∞

= =∫ ∫ , т.е. 

2 2
2 3

00

1 1 1
813 3

3

a
x dx x

= = =
⋅∫

. 

Тот же результат можно было получить, используя непрерывность 
функции ( )F x  в точке 2x = : 

( ) 3

2 0 2 0
lim lim 8

x x
F x ax a

→ − → −
= = , ( )

2 0
lim 1

x
F x

→ +
= . 

В силу непрерывности функции ( )F x  в точке 2x = , имеем 

( ) ( )
2 0 2 0

lim lim
x x

F x F x
→ − → +

= . Следовательно, 8 1a = , т.е. 
1
8

a = . 

Поэтому плотность вероятностей имеет вид 

( ) 3

0 при ( ;0] (2; ),
3 при 0 2.
8

∈ −∞ ∪ +∞
= 

< ≤

x
f x x x

 

Вероятность попадания случайной величины X  в промежуток [ ; )a b  
вычисляется по формуле ( ) ( ) ( )P a X b F b F a≤ < = − . Так как функция 

( )F x  в точке 0x =  непрерывна, то ( 0) 0P X = =  и 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 10 1 0 1 ( 0) 1 0 0 0
8 8

P X P X P X F F< < = ≤ < − = = − − = − =

. 

Ответ: 
1
8

a = ; ( ) 3

0 при ( ;0] (2; ),
3 / 8 при 0 2;

∈ −∞ ∪ +∞
=  < ≤

x
f x

x x
 

( )0 1 1/ 8P X< < = . 
 
Задание 2. Случайная величина X  задана плотностью распределения 

( ) ( )

( )

1 1 при 0;1 ,
2

0 при 0;1 .

 + ∈= 
 ∉

x x
f x

x
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Найти математическое ожидание случайной величины 3Y X=  (не 

находя предварительно плотности распределения Y ). 
Решение. Воспользовавшись формулой  

( )( ) ( ) ( )M X x f x dxϕ ϕ
+∞

−∞

= ∫  

(в нашем случае ( ) 3x xϕ = ), получим 

( )
1 1

3 3 4 3

0 0
1

5 4

0

1 11
2 2

1 1 1 1 7 0,35.
10 4 10 4 20

M X x x dx x x dx

x x

   = + = + =   
   

 = + = + = = 
 

∫ ∫
 

Ответ: 0,35. 
 

1. Случайная величина X  имеет плотность вероятностей ( ) 21
af x
x

=
+

 

( )x−∞ < < +∞ . Найти коэффициент a  и вероятность того, что случайная 

величина X  примет какое-нибудь значение из интервала ( )0;5 . Найти 
функцию распределения этой случайной величины. 

Ответ: 
1a
π

= ; ( ) 10 5 arctg5P X
π

< < = ; ( ) 1 1
2

F x arctgx
π

= + . 

2. Случайная величина X  задана плотностью распределения 

( ) ( )
( )

sin 2 при 0; / 2 ,
0 при 0; / 2 .

x x
f x

x
π
π

∈
=  ∉

 

Найти математическое ожидание функции 2Y X=  (не находя 
предварительно плотности распределения Y ). 

Ответ: ( )2 4 / 8π − . 
3. Масса товаров, помещаемых в контейнер определенного размера – 

нормально распределенная случайная величина. Известно, что 65% 
контейнеров имеют чистую массу, меньшую, чем 4,2 т. Найдите среднюю 
массу и среднее квадратическое отклонение чистой массы контейнера. 

Ответ: 5,83 т; 2,41 т. 
4. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины, 

равномерно распределенной в интервале (5;11). Начертить графики 
дифференциальной и интегральной функций. 

Ответ: 8; 3. 
5. Поезда метрополитена идут регулярно с интервалом 3 мин. Пассажир 

выходит на платформу в случайный момент времени. Какова вероятность 
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того, что ждать пассажиру придется не больше минуты? Найти 
математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение случайной 
величины X  – времени ожидания поезда. 

Ответ: ( 1) 1 / 3P X ≤ = ; 1,5MX =  мин; 0,87Xσ =  мин. 
6. Записать плотность распределения и функцию распределения 

показательного закона, если параметр 6λ = . Найти математическое 
ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной 
величины X , распределенной по этому закону. 

Ответ: 0,02778DX = ; 0,16667MX Xσ= = . 
7. Рост взрослых мужчин является случайной величиной, 

распределенной по нормальному закону. Пусть математическое ожидание ее 
равно 175 см, а среднее квадратическое отклонение – 6 см. Определить 
вероятность того, что хотя бы один из наудачу выбранных пяти мужчин 
будет иметь рост от 170 см до 180 см. 

Ответ: 0,988895. 
 

Законы больших чисел. 
Предельные теоремы теории вероятностей 

 
Задание 1. Оценить вероятность того, что в течение ближайшего дня 

потребность в воде в населенном пункте будет не менее 150000 л, если 
среднесуточная потребность в ней составляет 50000 л. 

Решение. Пусть X  – суточная потребность в воде. Учитывая, что 
0X ≥  и используя неравенство Маркова  

( ) ( )M X
P X ε

ε
≥ ≤ ,  

получим 
50000 1( 150000)

150000 3
P X ≥ ≤ = . 

Ответ: 1 / 3≤ . 
 
Задание 2. Среднее число солнечных дней в году для данной местности 

равно 90. Оценить вероятность того, что в течение года в этой местности 
будет не более 239 солнечных дней. 

Решение. Пусть X  – число солнечных дней в году для данной 
местности (случайная величина X  – дискретная и 0X ≥ ). Из неравенства 
Маркова следует 

( ) ( )
1

M X
P X ε

ε
< ≥ − , 
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тогда 
90( 239) ( 240) 1 1 0,375 0,625
240

P X P X≤ = < ≥ − = − = . 

Ответ: 0,625≥ . 
 
Задание 3. Длина изготавливаемых деталей является случайной 

величиной, среднее значение которой 50 мм. Среднеквадратическое 
отклонение этой величины равно 0,2 мм. Оценить вероятность того, что 
отклонение длины изготовленной детали от ее среднего значения по 
абсолютной величине не превзойдет 0,4 мм. 

Решение. Пусть X  – длина изготовленной детали (непрерывная 
случайная величина). Для оценки вероятности используем следствие из 
неравенства Чебышева 

2( ) 1 DXP X MX δ
δ

− < ≥ − , 

тогда, учитывая непрерывность X  (вероятность принимать конечное 
число отдельных значений равна нулю), имеем 

( ) ( )
2

2

0,250 0,4 50 0,4 1 1 0,25 0,75
0,4

P X P X− ≤ = − < ≥ − = − = . 

Ответ: 0,75≥ . 
 
Задание 4. Пусть всхожесть семян некоторой культуры равна 0,75. 

Пользуясь неравенством Чебышева, оценить вероятность того, что из 
посеянных 1000 семян число взошедших окажется от 701 до 799 
включительно. 

Решение. Пусть X  – число взошедших из 1000 посеянных семян. Тогда 
X  имеет биномиальное распределение ( X  – дискретная случайная 
величина) с параметрами 10000n = , 0,75p = . Тогда 

1000 0,75 750MX np= = ⋅ =  и граничные значения случайной величины 
X  симметричны относительно 750MX = . Поэтому от исходных 
неравенств 701 799X≤ ≤  можно почленным вычитанием величины 

750MX =  перейти к неравенствам 49 49X MX− ≤ − ≤  или, что тоже 
самое, 50 50X MX− < − < . Последнее неравенство можно переписать в 
виде 50X MX− < , что дает левую часть неравенства Чебышева с 50δ = . 

Находя дисперсию 1000 0,75 0,25 750 / 4DX npq= = ⋅ ⋅ =  и учитывая, 
что 2 2500δ = , получаем правую часть неравенства Чебышева: 

2

7501 1 1 0,075 0,925
4 2500

DX
δ

− = − = − =
⋅

. 
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Таким образом, получили, что 

( ) ( )701 799 750 50 0,925P X P X≤ ≤ = − < ≥ . 
Ответ: 0,925≥ . 
 
Задание 5. Среднесуточное потребление электроэнергии в населенном 

пункте равно 20000 кВт/ч, а среднеквадратическое отклонение – 200 кВт/ч. 
Какого потребления в этом населенном пункте можно ожидать в ближайшие 
сутки с вероятностью, не меньшей 0,96? 

Решение. Воспользуемся неравенством Чебышева 

( ) 21 DXP X MX δ
δ

− < ≥ − . 

Так как 20000MX = , ( )2 2200 40000DX Xσ= = = , то  

( ) 2

4000020000 1 0,96P X δ
δ

− < ≥ − ≥ , 

откуда 2

40000 0,04
δ

≤ , т.е. 2 40000
0,04

δ ≥ , учитывая, что 0δ > , имеем 

1000δ ≥ . Следовательно, в этом населенном пункте можно ожидать с 
вероятностью, не меньшей 0,96, потребление электроэнергии 

20000 1000MX δ± = ± , т.е. (19000;21000)X ∈ . 
Ответ: (19000;21000)  кВт/ч. 
Задание 6. За значение некоторой величины принимают среднее 

арифметическое достаточно большого числа измерений. Предполагая, что 
среднеквадратическое отклонение возможных результатов каждого 
измерения не превосходит 5 мм, оценить вероятность того, что при 1000 
измерениях неизвестной величины отклонение принятого значения от 
истинного по абсолютной величине не превзойдет 0,5 мм. 

Решение. Воспользуемся законом больших чисел в форме Чебышева, а 
именно неравенством  

1
1 2

1

1 1
n

i
i

DXP X MX
n n

δ
δ=

 
− < ≥ − 

 
∑ . 

По условию 1000n = , 0,5δ = , 2
1 5 25DX = = . Тогда 

1000

1
1

1 250,5 1 0,9
1000 1000 0,25i

i
P X MX

=

 
− < ≥ − =  ⋅ 

∑ . 

Ответ: 0,9≥ . 
Задание 7. При контрольной проверке изготавливаемых приборов было 

установлено, что в среднем 25 штук из 100 оказывается с теми или иными 
дефектами. Оценить вероятность того, что доля приборов с дефектами среди 
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500 изготовленных будет по абсолютной величине отличаться от 
математического ожидания этой доли не более чем на 0,05. 

Решение. Воспользуемся законом больших чисел в форме Бернулли, а 
именно неравенством 

21k pqP p
n n

δ
δ

 
− < ≥ − 

 
. 

По условию 500n = , 0,05δ = . В качестве p  возьмем величину, 

полученную при проверке для доли брака 
25 0,25

100
p = = . Итак,  

2

0,25 0,750,25 0,05 1 0,85
500 500 0,05
kP ⋅ − < ≥ − =  ⋅ 

. 

Ответ: 0,85≥ . 
Задание 8. При каком числе независимых испытаний вероятность 

выполнения неравенства 0,2k p
n

− <  превысит 0,96, если вероятность 

появления события в отдельном испытании 0,7p = ? 
Решение. Используя закон больших чисел в форме Бернулли 

(неравенство 21k pqP p
n n

δ
δ

 
− < ≥ − 

 
), получим  

( )2
0,7 0,30,7 0,2 1 0,96

0,2
kP
n n

  ⋅
− < ≥ − > 

 
. 

Откуда 
0,21 0,04

0,04n
< , т.е. 

0,21 0,21 131,25
0,04 0,04 0,0016

n > = =
⋅

. 

Таким образом, требуемое задачей неравенство выполняется при числе 
независимых испытаний, начиная со 132. 

Ответ: 132≥ . 
 
1. Среднее число молодых специалистов, ежегодно направляемых в 

аспирантуру при экономических вузах, составляет 200 человек. Пользуясь 
неравенством Маркова, оценить вероятность того, что в данном году будет 
направлено в эти вузы не более 219 молодых специалистов. 

Ответ: 1 /11≥ . 
2. Среднее число дождливых дней в году в данном районе равно 80. 

Оценить вероятность того, что в этом районе будет не более 99 дождливых 
дней в году. 

Ответ: 0,2≥ . 
3. Номинальное значение диаметра втулки равно 5 мм, а дисперсия, 

вследствие погрешности изготовления, не превосходит 0,01. Оценить 
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вероятность того, что размер втулки будет отличаться от номинала не более 
чем на 0,5 мм. 

Ответ: 0,96≥ . 
4. Среднее значение длины детали равно 50 см, а дисперсия равна 0,1. 

Пользуясь неравенством Чебышева, оценить вероятность того, что 
изготовленная деталь окажется по своей длине не меньше 49,5 см и не 
больше 50,5 см. 

Ответ: 0,6≥ . 
 
5. Средний вес клубня картофеля равен 120 г. Какова вероятность того, 

что наугад взятый клубень картофеля весит не более 360 г. 
Ответ: 2 / 3≥ . 
6. Случайная величина X  имеет дисперсию 0,001DX = . Какова 

вероятность того, что случайная величина X  отличается от MX a=  более 
чем на 0,1? 

Ответ: 0,1≤ . 
7. Вероятность наступления события A  в каждом из 1000 независимых 

опытов равна 0,8. Найдите вероятность того, что число наступлений события 
A  в этих 1000 опытах отклонится от своего математического ожидания по 
модулю меньше чем на 50. 

Ответ: 0,936≥ . 

8. Вероятность появления события A  в каждом испытании 
1
2

p = . 

Используя неравенство Чебышева, оцените вероятность того, что число X  
появлений события A  заключено в пределах от 40 до 60 (не включая 
границы), если будет произведено 100 независимых испытаний. 

Ответ: 0,75≥ . 
9. Вероятность производства нестандартной детали в некоторых 

технологических условиях равна 0,1. Оценить вероятность того, что число 
нестандартных деталей среди 10000 будет заключено в границах от 950 до 
1050 включительно. 

Ответ: 189 / 289≥ . 
10. При штамповке пластинок из пластмассы по данным ОТК брак 

составляет 3%. Найти вероятность того, что при просмотре партии в 1000 
пластинок выявится отклонение от установленного процента меньше чем на 
1%. 

Ответ: 0,709≥ . 
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ТЕМА 9. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 
 

9.1. Основы математической статистики 
 

Задание 1. Задан дискретный вариационный ряд. Найти выборочные: 
среднее, дисперсию, моду, медиану, коэффициент вариации. Построить 
полигон частот. Нарисовать график эмпирической функции распределения, 
если:  

 
 
 Задание 2. В магазине бытовой техники в течение 10 дней проводились 

наблюдения за количеством проданных телевизоров марки «Горизонт». 
Получены следующие результаты (см. таблицу). 

 
Задание 3. В супермаркете проводились наблюдения за числом Х 

покупателей, обратившихся в кассу за 1 ч с 9:30 до 10:30 в течение 30 дней. 
Наблюдения дали следующие результаты: 70, 75, 100, 120, 75, 60, 100, 120, 
70, 60, 65, 100, 65, 100, 70, 75, 60, 100, 100, 120, 70, 75, 70, 120, 65, 70, 75, 70, 
100, 100. Составить дискретный вариационный ряд. Вычислить выборочные 
числовые характеристики: среднее, моду, медиану, дисперсию, коэффициент 
вариации. Изобразить полигон частостей и график эмпирической функции 
распределения. Сделать выводы.  

 Задание 4. Наблюдается число выигрышей в мгновенной лотерее. В 
результате наблюдения получены следующие значения выигрышей (тыс. ден. 
ед.): 0, 1, 0, 0, 5, 0, 10, 0, 1, 0, 0, 1, 5, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 5, 0, 5, 0, 0, 0, 1, 
1, 1, 5, 10, 0, 1, 1, 0, 5, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 5, 0, 0, 0, 0, 1, 0. Составить 
дискретный вариационный ряд. Вычислить выборочные числовые 
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характеристики: среднее, моду, медиану, дисперсию, коэффициент вариации. 
Изобразить полигон частот и график эмпирической функции распределения. 
Сделать выводы. 

Задание 5. Имеются следующие данные о возрасте 25 студентов 
учебной группы (в годах) (см. таблицу). 

 
Задание 6. В таблице приведены численные значения промежутков 

времени (в минутах) между появлениями клиентов в некотором банке. 

 
Задание 7. В некотором городе для определения сроков гарантийного 

обслуживания проведено исследование величины среднего пробега 
автомобилей, находящихся в эксплуатации в течение двух лет с момента 
продажи автомобиля магазином (см. таблицу). 

 
Задание 8. Имеются следующие данные о среднегодовом размере 

прибыли 20 коммерческих банков (в млн ден. ед.), приведенные в таблице. 
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9.2.Статистическое оценивание 
Задание 1. Стеклянные однородные изделия перевозят к месту 

назначения в n контейнерах. После поступления товара было выявлено 
количество разбитых изделий в каждом контейнере. Результаты 
представлены в таблицах. В первой строке указано количество xi разбитых 
изделий в одном контейнере, а во второй – частота mi, равная числу 
контейнеров с xi разбитыми изделиями: 

 
Задание 2. Наблюдаемая случайная величина Х имеет биномиальное 

распределение Bi(k, θ). Статистическое распределение выборки представлено 
в таблице: 

 
Задание 3. Телефонная компания желает оценить среднее время 

междугородних переговоров в течение выходных, когда действует льготный 
тариф. Случайная выборка из 41 звонка дала следующие результаты: 
выборочное среднее 14,5 мин. со средним выборочным отклонением 5,6 мин. 
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Построить 95 % и 90 % доверительные интервалы для средней 
продолжительности переговоров в выходные дни. 

Задание 4. Страховая компания оценивает среднюю сумму исков, 
предъявленных больными за врачебные ошибки. Компания осуществила 
случайную выборку 121 иска и оказалось, что выборочное среднее равно 
16,53, выборочное квадратическое отклонение – 5,5413. Построить 95 % и 99 
% доверительные интервалы для средней суммы исков. 

Задание 5. Оптовая фирма, торгующая моющими средствами, желает 
оценить объем ежедневной продажи упаковок мыла определенного сорта. 
Случайная выборка за 13 дней дала следующие результаты: 123, 110, 95, 120, 
87, 89, 100, 105, 98, 88, 75, 125, 101. Построить 90 % доверительный интервал 
числа ежедневной реализации упаковок мыла. 

Задание 6. Найти объем выборки при обследовании остатков на 
расчетных счетах у клиентов коммерческого банка, чтобы с вероятностью 
0,683 ошибка репрезентативности не превышала 5000 у. е., если известно, что 
теоретическая дисперсия равна 144 ∙ 108 у. е. 

Задание 7. Сколько лиц в возрасте от 20 до 30 лет надо опросить, 
чтобы установить среди них процент студентов с точностью до 0,5 %, 
гарантируемый с вероятностью 0,9999? 

Задание 8. Исследуется средняя продолжительность телефонного 
разговора. Сколько телефонных разговоров должно быть зафиксировано, 
чтобы с вероятностью 0,997 можно было утверждать, что отклонение 
выборочного среднего от теоретического математического ожидания не 
превосходит 10 с., если теоретическое среднее квадратическое отклонение 
равно 2,5 мин.? 

Задание 9. Для определения среднего возраста холдинговой компании 
предполагается провести выборочное обследование. Ошибка выборки Δ не 
должна превышать 0,5 года. Пробными выборками было установлено, что 
дисперсия не превышает 9 лет. Сколько сотрудников необходимо отобрать 
методом случайной выборки, чтобы результат выборочного наблюдения 
можно было гарантировать с вероятностью 0,9545? 

 
 

9.3.Проверка статистических гипотез 
 

Задание 1. Наблюдаемая случайная величина Х характеризует число 
сделок на фондовой бирже за квартал. В результате наблюдений получены 
результаты, представленные в таблице. 
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Задание 2. Экзаменационный тест по финансовому менеджменту 

содержит 10 заданий. Пусть случайная величина Х характеризует число 
правильных ответов одним студентом. Результаты сдачи теста приведены в 
таблице. 

 
Задание 3. В ходе проверки в отделе фасованных продуктов в 

случайном порядке осуществлен отбор 121 пакетика с маком весом 60 г. 
Проверка показала, что средний вес отобранных пакетиков составил в 
среднем 59 г со средним квадратическим отклонением 5 г. Проверить на 
уровне значимости α = 0,05 гипотезу о том, является ли полученное 
расхождение в весе случайным. 

Задание 4. Инвестиционный фонд объявил, что средний годовой доход 
по акциям предприятия некоторой отрасли промышленности составил 11,5 
%.Инвестор, желая проверить, является ли данное заявление достоверным, 
осуществил выборку 41 акции этой отрасли. Средний годовой доход по ним 
составил 10,8 % при выборочном среднем квадратическом отклонении 3,4 %. 
Имеет ли инвестор достаточную информацию для того, чтобы опровергнуть 
заявление инвестиционного фонда (на уровне значимости α = 0,05)? 

Задние 5. Наблюдаемая случайная величина имеет нормальное 
распределение. Из генеральной совокупности осуществлена выборка объема 
n = 31 (см. таблицу). 
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ТЕМА 10. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 
 

10.1. Линейное программирование 
 

Задание 1. Собственные средства банка вместе с депозитами составляют 
S млн. ден. ед. Не менее a млн. ден. ед. этих средств должны быть размещены 
в кредитах, доходность которых составляет 1d %. Кредиты являются 
неликвидными активами банка, так как в случае непредвиденной 
потребности в наличности обратить их в деньги без существенных потерь 
невозможно.  

Другое дело ценные бумаги, особенно государственные. Их можно в 
любой момент продать, получив некоторую прибыль, или, во всяком случае, 
без большого убытка. Поэтому существует правило, согласно которому 
коммерческие банки должны покупать в определенной пропорции 
ликвидные активы – ценные бумаги, чтобы компенсировать неликвидность 
кредитов. Пусть в данном случае ценные бумаги должны составлять не менее 
b% средств, размещенных в кредитах и ценных бумагах, а их доходность 
составляет 2d %. 

Т р е б у е т с я:  
1) составить экономико–математическую модель задачи, позволяющую 

сформировать оптимальный пакет активов, максимизирующий прибыль 
банка;  

2) решить задачу графическим методом. 
Все необходимые числовые данные приведены в таблице 1. 

Таблица 1 
Параметры Номер задачи 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
S 120 85 110 95 105 150 120 115 80 130 
a 40 30 35 25 30 40 35 25 20 45 
b 20 25 18 26 22 32 28 24 16 30 

1d  12 16 14 18 15 12 20 13 15 17 

2d  8 10 9 12 8 7 14 9 11 13 

 
Задание 2. Иностранное предприятие планирует выпуск двух видов 

изделий 1П  и 2П , при этом будет использоваться сырье трех видов 1С , 2С  и 
3С . На изготовление одного изделия 1П  расходуется 11a  кг. сырья 1С , 21a  кг. 

сырья 2С  и 31a  кг. сырья 3С ,  а на  изготовление одного изделия вида 2П  
расход соответственно составляет 12a , 22a  и 32a  кг. Запас сырья каждого вида 
на складе имеется в количестве 1b , 2b  и 3b  кг., а  прибыль от реализации 
единицы изделий 1П  и 2П  соответственно составляет 1с  и 2с  ден. ед.  

Т р е б у е т с я:  
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1) составить экономико–математическую модель задачи, по которой 

будет найден план производства изделий, обеспечивающий максимальную 
прибыль;  

2) решить задачу графическим методом. 
Все необходимые числовые данные приведены в таблице 2. 
 

Таблица 2 

Параметры Номер задачи 
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1с  40 6 5 8 5 5 17 4 12 20 
2с  50 4 6 12 4 3 32 6 8 25 
11a  24 16 4 20 18 12 16 10 32 12 
12a  8 28 8 40 27 11 32 20 56 4 
21a  8 16 14 16 16 12 15 8 32 4 
22a  8 8 8 28 8 3 25 14 16 4 
31a  3 8 14 20 18 10 9 10 16 2 
32a  8 1 2 4 8 3 3 2 2 4 
1b  600 760 472 1200 864 860 544 600 1520 300 
2b  480 560 592 993 640 732 480 496 1100 240 
3b  240 540 591 1092 853 882 445 546 1080 120 

 
Задание 3. Для нормального набора веса теленок в сутки должен 

потреблять не менее 1b  усл.ед. белков, не менее 2b  усл.ед. жиров и  не менее 
3b  усл.ед. углеводов. Имеется два вида комбикормов 1П  и 2П , стоимость 

единицы массы каждого из них равна соответственно 1с  и 2с  ден.ед. 
Содержание вышеназванных питательных веществ в комбикормах 1П  и 2П  
неодинаково: в единице массы комбикорма 1П  содержится 11a  усл.ед. белков, 

21a  усл.ед. жиров и 31a  усл.ед. углеводов; в единице массы комбикорма 2П  
содержится соответственно 12a , 22a , 32a  усл.ед. тех же питательных веществ 
соответственно. 

 
Требуется:  
1) составить экономико–математическую модель задачи, позволяющую 

сформировать из  комбикормов 1П  и 2П  суточный рацион, который с одной 
стороны содержал бы белков, жиров и углеводов не менее минимальных 
суточных норм и вместе с тем обеспечивал минимум затрат;  

2)  решить задачу графическим методом. 
Все необходимые числовые данные приведены в таблице 3. 
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Таблица 3 

Параметры Номер задачи 
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1с  6 4 13 12 12 3 4 4 7 6 
2с  10 12 10 11 9 6 9 3 5 10 
11a  4 3 9 4 9 3 2 10 8 23 
12a  1 16 2 23 3 14 3 3 2 6 
21a  4 21 6 8 7 3 2 10 8 5 
22a  3 4 23 12 21 2 12 12 10 4 
31a  4 3 9 8 9 21 23 1 1 5 
32a  15 6 12 3 10 5 6 4 4 14 
1b  20 69 45 92 63 60 22 50 40 138 
2b  40 84 138 128 147 24 40 140 104 60 
3b  88 39 135 56 126 105 138 20 20 110 

 
 

Симплексный метод 
 

Задание  1.  Решить задачу линейного программирования симплекс-
методом. 

Предприятие располагает несколькими группами невзаимозаменяемого 
оборудования, на котором может быть изготовлено три наименования 
изделий. Составить план производства изделий, обеспечивающий 
максимальную прибыль реализуемой продукции. 

Трудоемкость изделий, фонд полезного времени каждой группы 
оборудования и прибыль (руб.) от реализации единицы готового изделия 
каждого вида приведены в следующих таблицах. 

Номер варианта – согласна номера в списке группы. 
Таблица 1                                    Таблица 2 

Изделия 
оборуд. 

 
1 
 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

 Изделия 
оборуд. 

 
1 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

А 2 3 4 780  А 1 4 5 780 
Б 1 4 5 850  Б 3 4 2 850 
В 3 4 2 790  В 2 3 4 790 

Прибыль 8 7 6   Прибыль 8 7 6  
Таблица 3                                         Таблица 4 

Изделия 
оборуд. 

 
1 
 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

 Изделия 
оборуд. 

 
1 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

А 2 3 1 240  А 0 4 6 240 
Б 3 1 0 180  Б 2 3 1 180 
В 0 4 6 200  В 3 1 0 200 
Г 1 0 1 160  Г 1 0 1 160 

Прибыль 3 5 4   Прибыль 3 5 4  
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Таблица 5                                         Таблица 6 

Изделия 
оборуд. 

 
1 
 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

 Изделия 
оборуд. 

 
1 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

А 3 0 4 60  А 6 1 0 60 
Б 6 1 0 80  Б 3 0 4 80 
В 1 5 1 80  В 1 5 1 80 
Г 0 3 4 50  Г 0 3 4 50 
Д 2 3 2 56  Д 2 3 2 56 

Прибыль 6 5 7   Прибыль 6 5 7  
Таблица 7                                         Таблица 8 

Изделия 
оборуд. 

 
1 
 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

 Изделия 
оборуд. 

 
1 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

А 3 1 0 240  А 0 4 6 240 
Б 1 0 1 180  Б 3 1 0 180 
В 0 4 6 200  В 1 0 1 200 
Г 2 3 1 160  Г 2 3 1 160 

Прибыль 6 5 7   Прибыль 3 5 4  
  Таблица 9                                        Таблица 10 

Изделия 
оборуд. 

 
1 
 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

 Изделия 
оборуд. 

 
1 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

А 1 5 1 60  А 2 3 2 60 
Б 3 0 4 80  Б 1 5 1 80 
В 6 1 0 80  В 3 0 4 80 
Г 2 3 2 50  Г 6 1 0 50 
Д 0 3 4 56  Д 0 3 4 56 

Прибыль 6 5 7   Прибыль 6 5 7  
Таблица 11                                         Таблица 12   

Изделия 
оборуд. 

 
1 
 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

 Изделия 
оборуд. 

 
1 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

А 3 4 2 780  А 2 3 4 780 
Б 1 4 5 850  Б 3 4 2 850 
В 2 3 4 790  В 1 4 5 790 

Прибыль 8 7 6   Прибыль 8 7 6  
Таблица 13                                        Таблица 14 

Изделия 
оборуд. 

 
1 
 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

 Изделия 
оборуд. 

 
1 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

А 6 1 0 60  А 2 3 2 60 
Б 1 5 1 80  Б 0 3 4 80 
В 0 3 4 80  В 6 1 0 80 
Г 2 3 2 50  Г 1 5 1 50 
Д 3 0 4 56  Д 3 0 4 56 

Прибыль 6 5 7   Прибыль 6 5 7  
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Таблица 15                                        Таблица 16 

Изделия 
оборуд. 

 
1 

 
2 

 
3 

Фонд  
раб. 

времени 

 Изделия 
оборуд. 

 
1 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

А 1 0 1 240  А 2 3 1 240 
Б 0 4 6 180  Б 1 0 1 180 
В 2 3 1 200  В 0 4 6 200 
Г 3 1 0 160  Г 3 1 0 160 

Прибыль 3 5 4   Прибыль 3 5 4  
Таблица 17                                        Таблица 18 

Изделия 
оборуд. 

 
1 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

 Изделия 
оборуд. 

 
1 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

А 3 1 0 240  А 2 3 1 240 
Б 0 4 6 180  Б 0 4 6 180 
В 2 3 1 200  В 3 1 0 200 
Г 1 0 1 160  Г 1 0 1 160 

Прибыль 3 5 4   Прибыль 3 5 4  
Таблица 19                                        Таблица 20 

Изделия 
оборуд. 

 
1 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

 Изделия 
оборуд. 

 
1 

 
2 

 
3 

Фонд раб. 
времени 

А 3 0 4 60  А 1 5 1 60 
Б 6 1 0 80  Б 2 3 2 80 
В 1 5 1 80  В 0 3 4 80 
Г 0 3 4 50  Г 3 0 4 50 
Д 2 3 2 56  Д 6 1 0 56 

Прибыль 6 5 7   Прибыль 6 5 7  
 
 

10.2. Транспортная задача 
 

Задание 1.  Транспортная задача: 
а) Составить математическую модель транспортной задачи; 
б) Решить транспортную задачу методом потенциалов. 

 
 

Задание 2.  Транспортная задача: 
а) Составить математическую модель транспортной задачи; 
б) Решить транспортную задачу методом потенциалов. 
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РАЗДЕЛ КОНТРОЛЯ ЗНАНИЙ 

 
Примерный перечень вопросов  
Управляемая самостоятельная работа 
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Примерный перечень вопросов 
1 семестр 

1. Множества. Операции над множествами. 
2. Декартово произведение множеств. 
3. Точные и приближенные значения величин. Абсолютная и 

относительная погрешности. 
4. Комплексные числа и действия над ними. 
5. Основные линейные операции над векторами. 
6. Линейная зависимость векторов.  
7. Базис на плоскости и в пространстве.  
8. Декартова система координат. 
9. Радиус-вектор и координаты точки. 
10.  Скалярное произведение векторов. 
11.  Векторное произведение векторов, его свойства, геометрический 

смысл.  
12.  Смешанное произведение векторов, его геометрический смысл. 
13.  Понятие матрицы и линейные операции над ними. 
14.  Транспонирование матриц. След матрицы. 
15.  Определители второго и третьего порядка. 
16.  Алгебраические дополнения и миноры. 
17.  Определители n-го порядка и их свойства. 
18.  Правила вычисления определителей, теорема Лапласа. 
19.  Обратная матрица, свойства обратных матриц. Методы вычисления 

обратной матрицы.  
20.  Ранг матрицы, способы его вычисления.   
21.  Системы линейных алгебраических уравнений. Экономические 

примеры.  
22.  Теорема Кронекера-Капелли.  
23.  Матричный способ решения линейных систем уравнений.  
24.  Решение систем линейных уравнений методом Крамера.  
25.  Решение систем линейных уравнений методом Гаусса.  
26.  Однородные и неоднородные системы линейных уравнений. 

Структура общего решения.  
27.  Предмет аналитической геометрии. 
28.  Метод координат. 
29.  Кривая на плоскости и способы ее задания. 
30.  Основные виды уравнений прямой. 
31.  Угол между прямыми. 
32.  Условия параллельности и перпендикулярности двух прямых. 
33.  Расстояние от точки до прямой. 
34.  Кривые второго порядка: окружность, эллипс, парабола, гипербола. 
35.  Параметрическое представление линий. 
36.  Понятия поверхности и линии в пространстве, их уравнения. 
37.  Основные виды уравнений плоскости в пространстве. 
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38.  Основные виды уравнений прямой в пространстве. 
39.  Прямая и плоскость. 
40.  Понятие о поверхностях второго порядка. 
41.  Числовая последовательность. 
42.  Предел последовательности и его свойства.  
43.  Бесконечно малые и бесконечно большие последовательности.  
44.  Свойства сходящихся последовательностей и критерий их сходимости.  
45.  Операции над сходящимися числовыми последовательностями. 
46.  Число «е» и его экономическая интерпретация. 
47.  Предел функции в точке и на бесконечности.  
48.  Основные теоремы о пределах функций.  
49.  Замечательные пределы. Односторонние пределы.  
50.  Бесконечно малые функции и их свойства.  
51.  Бесконечно большие функции и их связь с бесконечно малыми 
52.  Непрерывность функции в точке. Свойства непрерывных функций.   
53.  Точки разрыва функций и их классификация. 
54.  Непрерывность элементарных функций.  
55.  Функции, непрерывные на отрезке, и их свойства. 
56.  Производная функции. 
57.  Геометрический и физический смыслы производной.  
58.  Основные правила дифференциального исчисления.  
59.  Производная сложной и обратной функций.  
60.  Производные основных элементарных функций.  
61.  Логарифмическое дифференцирование.  
62.  Производные высших порядков 
63.  Дифференцирование параметрически заданных функций.  
64.  Дифференциалы высших порядков 
65.  Основные понятия функции нескольких (многих) переменных 
66.  Предел и непрерывность функции двух переменных 
67.  Частные производные и дифференцируемость функции двух 

переменных  
68.  Дифференцирование сложных функций. 
69.  Дифференцирование неявных функций. 
70.  Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 
71.  Полный дифференциал функции двух переменных и его 

геометрический смысл. 
72.  Производная по направлению. Градиент.  
73.  Частные производные высших порядков. Экстремумы функции двух 

переменных. 
74.  Наибольшее и наименьшее значение функции в замкнутой области.  

2 семестр 
1. Первообразная функции и неопределенный интеграл  
2. Свойства неопределенного интеграла 
3. Таблица неопределенных интегралов 
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4. Непосредственное интегрирование 
5. Метод подведения под знак дифференциала 
6. Метод подстановки 
7. Интегрирование по частям 
8. Интегрирование рациональных дробей 
9. Интегрирование некоторых тригонометрических выражений 
10. Интегрирование некоторых иррациональных функций 
11. Интегралы, не выражающиеся через элементарные функции 
12. Определенный интеграл. Основные свойства определенного интеграла.  
13. Интеграл с переменным верхним пределом и его дифференцирование. 

Формула Ньютона-Лейбница.  
14. Замена переменной в определенном интеграле. Формула 

интегрирования по частям для определенного интеграла.  
15. Геометрические приложения определенных интегралов: вычисление 

площадей плоских фигур, объемов тел, длин дуг, площадей 
поверхностей вращения.  

16. Экономические приложения определенных интегралов.  
17. Несобственные интегралы и признаки их сходимости.  
18. Определение двойного интеграла 
19. Геометрический смысл двойного интеграла 
20. Свойства двойного интеграла 
21. Вычисление двойного интеграла 
22. Замена переменных в двойном интеграле 
23. Геометрические приложения двойных интегралов 
24. Определение криволинейного интеграла 1-го рода 
25. Вычисление криволинейного интеграла 1-го уровня 
26. Определение криволинейного интеграла 2-го рода 
27. Физический смысл криволинейного интеграла 2-го порядка 
28. Вычисление криволинейного интеграла 2-го уровня 
29. Связь между криволинейными интегралами 1-го и 2-го рода 
30. Обыкновенные дифференциальные уравнения. Основные понятия  
31. Дифференциальные уравнения первого порядка. Общее и частное 

решение ДУ 
32. Уравнения с разделяющимися переменными 
33. Однородные дифференциальные уравнения первого порядка 
34. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. Уравнение 

Бернулли. 
35. Дифференциальные уравнения в полных дифференциалах 
36. Теорема существования и единственности решения задачи Коши 
37. Числовые ряды и их сумма. Основные свойства числовых рядов. 

Необходимый признак сходимости 
38. Достаточные признаки сходимости знакопостоянных рядов  
39. Знакопеременные ряды, абсолютная и условная сходимость.  
40. Знакочередующиеся ряды, признак Лейбница.  
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41. Функциональные ряды. Равномерная сходимость функциональных 
рядов. 

42. Степенные ряды. Определение области сходимости степенного ряда 
43. Ряд Тейлора. Ряд Маклорена 
44. Степенные ряды в приближенных вычислениях. Вычисление значений 

функции 
45. Предмет и метод теории вероятностей. 
46. Классификация событий. 
47. Алгебра событий. 
48. Классическое определение вероятности. 
49. Элементы комбинаторики. 
50. Теоремы сложения и умножения вероятностей. 
51. Относительная частота. Статистическое определение вероятности. 
52. Геометрическая вероятность. 
53. Формулы полной вероятности, формула Байеса. 
54. Последовательность независимых повторных испытаний (схема 

Бернулли). 
55. Формула Бернулли. 
56. Теорема Пуассона. 
57. Локальная и интегральная теорема Муавра-Лапласа. 
58. Случайные величины (дискретные и непрерывные) 
59. Закон распределения случайной величины 
60. Функция распределения случайной величины и ее свойства 
61. Плотность распределения непрерывной случайной величины и ее 

свойства 
62. Основные числовые характеристики дискретных и непрерывных 

случайных величин: математическое ожидание, дисперсия, среднее 
квадратическое отклонение 

63. Мода и медиана. Квантили. Моменты случайной величины. 
Асимметрия и аксцесс 

64. Биномиальный закон распределения 
65. Закон Пуассона 
66. Геометрическое и гипергеометрическое распределение 
67. Равномерный закон распределения 
68. Показательный закон распределения 
69. Нормальный закон распределения 
70. Задачи математической статистики. 
71. Генеральная совокупность и выборка. Сущность выборочного метода.  
72. Вариационный ряд.  
73. Эмпирическая функция распределения и ее свойства. 
74. Графическое изображение вариационных рядов: полигон, гистограмма. 
75. Понятие статистической гипотезы 
76. Проверка гипотезы о равенстве статистических средних значений 
77. Проверка гипотезы о равенстве двух дисперсий  
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78. Критерий согласия χ2 
79. Линейное программирование (ЛП).  
80. Постановка задачи ЛП. 
81. Формы записи задач ЛП.  
82. Графический метод решения задач ЛП. 
83. Основные теоремы ЛП.  
84. Построение начального опорного плана 
85. Симплексные таблицы  
86. Признак оптимальности опорного плана  
87. Переход к нехудшему опорному плану  
88. Симплексные преобразования  
89. Метод искусственного базиса (М-задача)  
90. Постановка транспортной задачи. Закрытая модель. Теорема о 

существовании решения. 
91. Метод потенциалов: построение опорного плана, схема решения. 
92. Метод дифференциальных рент. 
93. Дополнительные ограничения транспортной задачи. 
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Управляемая самостоятельная работа 
 

Управляемая самостоятельная работа студента по дисциплине 
”Математика“ направлена на углубленное самостоятельное теоретическое 
изучение приведенных ниже тем.  

Управляемая самостоятельная работа студентов предусматривает 
использование материалов и тестов, размещенных в модульной объектно-
ориентированной среде E-learning ПолесГУ, а также комплекса 
индивидуальных заданий. 

Тема Задания Форма 
контроля 

1 2 3 
1 Комплексные числа и действия над ними. 

  
Выполнить тест по теме 
”Комплексные числа и действия 
над ними“ 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 

2 Векторная алгебра  Выполнить решение задач 
”Векторная алгебра“ 

 

Фронтал
ьный опрос, 
решение 
задач 

3 Матричное исчисление Дополнить конспект лекции по 
теме самостоятельно изученными 
вопросами: 

1.Методы вычисления ранга 
матрицы. 

2.Примеры действий над 
матрицами которые делать нельзя 
Выполнить ИЗ по 
соответствующей теме. 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 

4 Системы линейных уравнений и 
неравенств 

Дополнить конспект лекции по 
теме самостоятельно изученными 
вопросами: 

Теорема Кронекера-Капелли.   

2. Однородные и неод-
нородные системы линейных 
уравнений. 

3.Системы линейных 
неравенств.  

4.Применение элементов 
линейной алгебры в экономике. 
Выполнить ИЗ по 
соответствующей теме. 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 
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5 Аналитическая геометрия на плоскости. Дополнить конспект лекции по 
теме самостоятельно изученным 
вопросом ”Кривые второго 
порядка“. 
Выполнить ИЗ по 
соответствующей теме. 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 

6 Элементы аналитической геометрии в 
пространстве 

Дополнить конспект лекции по 
теме самостоятельно изученными 
вопросами: 

1. Виды уравнений прямой в 
пространстве. 

 2.Выполнить тест по теме 
”Аналитическая геометрия в 
пространстве“. 

Фронтальный 
опрос, беседа 

7 Дифференциальное исчисление функций 
одной переменной.  

Выполнить  решение задач  по 
теме ”Производная функции. 
Правила дифференцирования“. 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 

8 Дифференцирование  неявно заданных 
функций. 

Выполнить  решение задач  по 
теме ”Производные высших 
порядков. Дифференциалы высших 
порядков. Дифференцирование 
неявно заданных функций“. 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 

9  ФМП Дополнить конспект лекции по 
теме самостоятельно изученными 
вопросами: 

1. Правила Лопиталя и их 
применение для раскрытия 
неопределенностей  

2. Экстремум функции. 
3. Формула Тейлора. 
 Выполнить  решение задач  

по теме ”Правила Лопиталя и их 
применение для раскрытия 
неопределенностей“. 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 

10 Общая схема исследования поведения 
функции и построение графика функции. 

Дополнить конспект лекции по 
теме самостоятельно изученными 
вопросами: 

1. Достаточное условие 
выпуклости.  

2. Выпуклость и точки 
перегиба. 

3. Вертикальные и наклонные 
асимптоты графика функции. 
Выполнить ИЗ по 
соответствующей теме. 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 

11 Дифференциальное исчисление 
функций многих переменных 

Дополнить конспект лекции по 
теме самостоятельно изученными 

Фронтальный 
опрос, 
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вопросами: 
1. Связные и 

ограниченные множества. 
2.  Линии и 

поверхности уровня ФМП. 
3. Непрерывность ФМП 

в точке. 
Выполнить решение задач по 
соответствующей теме. 

решение 
задач 

12  Частные производные высших 
порядков. Формула Тейлора для ФМП. 

Выполнить тест по 
соответствующей теме. 

 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 

13 Экстремум ФМП,условный экстремум. Дополнить конспект лекции по 
теме самостоятельно изученным 
вопросом: 

1. Условный экстремум 
ФМП.  

2. Метод множителей 
Лагранжа.  

3. Наибольшее и 
наименьшее значения непрерывной 
ФМП в замкнутой области. 
Выполнить ИЗ по 
соответствующей теме. 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 

14 Неопределенный интеграл Выполнить  решение задач  по 
теме ”Неопределенный интеграл. 
Интегрирование рациональных 
функций“.  
 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 

15 Определенный интеграл и его свойства. 
Приложение  определенных интегралов 

Дополнить конспект лекции по 
теме самостоятельно изученными 
вопросами: 

1. Определенный интеграл и 
его свойства.  

2. Исследование на 
сходимость: признаки сравнения 
для интегралов от 
неотрицательных функций.  

3. Главное значение 
несобственного интеграла 
Выполнить ИЗ по 
соответствующей теме. 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 

16  Определение двойного интеграла, его 
свойства, геометрические и физические 
приложения. 

Дополнить конспект лекции по 
теме самостоятельно изученным 
вопросом:  

1. Вычисление двойных 
интегралов в декартовой системе 
координат.  

2. Изменение порядка 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 
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интегрирования в двойном 
интеграле. 

Выполнить тест по 
соответствующей теме. 

17 Дифференциальные уравнения и 
системы 

Дополнить конспект лекции по 
теме самостоятельно изученными 
вопросами: 

1. Основные понятия о ДУ 
высших порядков.  

2. Задача Коши. ДУ, 
допускающие понижение порядка. 

3. Задачи, приводящие к 
системам ДУ.  

4. Интегрирование линейных 
однородных и линейных 
неоднородных систем ДУ с 
постоянными коэффициентами 
методом исключения. 

Выполнить ИЗ по 
соответствующей теме. 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 

18 Числовые и функциональные ряды 
 

Дополнить конспект лекции по 
теме самостоятельно изученными 
вопросами: 

1. Равномерная сходимость 
функциональных рядов. Признак 
Вейерштрасса равномерной 
сходимости. Свойства равномерно 
сходящихся функциональных 
рядов. 

2. Приложение степенных 
рядов к решению 
дифференциальных уравнений и 
определенных интегралов. 

Выполнить ИЗ по 
соответствующей теме. 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 

19 Теория вероятностей Дополнить конспект лекции по 
теме самостоятельно изученными 
вопросами: 

1. Основные законы 
распределения 

2. Схема повторных 
испытаний 

Выполнить ИЗ по 
соответствующей теме. 

Фронтальный 
опрос, 
решение 
задач 

20 Математическое программирование Дополнить конспект лекции по 
теме самостоятельно изученными 
вопросами: 

Задачи выбора наиболее 
рационального  маршрута  
доставки  груза,  оптимального  

Решение 
задачи 
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распределения средств на 
расширение производства, 
определения оптимальной 
стратегии замены оборудования, 
формирования оптимальной 
программы производства с учетом 
запасов. 
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ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЙ РАЗДЕЛ 
 
Содержание учебного материала  
Учебно-методические карты дисциплины  
Перечень основной и дополнительной литературы 
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СОДЕРЖАНИЕ УЧЕБНОГО МАТЕРИАЛА 
 

РАЗДЕЛ 1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
СИМВОЛИКИ 

  
Тема 1.1 Элементы теории множеств и математической логики 

Логические символы, операции над множествами. Декартово 
произведение множеств. Экономические примеры. Основные числовые 
множества. Точные и приближенные значения величин. Абсолютная и 
относительная погрешности. 

Тема 1.2 Комплексные числа и действия над ними. 
Геометрическая интерпретация комплексных чисел. Алгебраическая, 

тригонометрическая и показательная формы комплексных чисел. Формулы 
Муавра и Эйлера.  Свойства комплексно-сопряженных выражений. 
Применение комплексных чисел. 

 
РАЗДЕЛ 2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА И МАТРИЧНОЕ 

ИСЧИСЛЕНИЕ 
 

Тема 2.1. Понятие вектора на плоскости и в трехмерном 
пространстве 

 Основные линейные операции над векторами. Проекция вектора на 
ось. Линейная зависимость векторов. Базис на плоскости и в пространстве. 
Декартова система координат. Радиус-вектор и координаты точки. Деление 
отрезка в данном отношении. Скалярное произведение векторов, его 
свойства и экономическая интерпретация. Условие ортогональности двух 
векторов. Ориентация тройки векторов в пространстве. Векторное 
произведение векторов, его свойства, геометрический смысл. Смешанное 
произведение векторов, его геометрический смысл. Условие компланарности 
трех векторов.  

Тема 2.2. Понятие матрицы и линейные операции над ними. 
 Транспонирование матриц. След матрицы. Экономическая 

интерпретация матриц. Определители второго и третьего порядка. 
Алгебраические дополнения и миноры. Определители n-го порядка и их 
свойства. Правила вычисления определителей, теорема Лапласа. 
Определитель произведения матриц. Обратная матрица, свойства обратных 
матриц. Методы вычисления обратной матрицы. Ранг матрицы, способы его 
вычисления.   

Тема 2.3. Системы линейных алгебраических уравнений 
 Экономические примеры. Теорема Кронекера-Капелли. Матричный 

способ решения линейных систем. Формулы Крамера, метод Гаусса. 
Однородные и неоднородные системы линейных уравнений. Структура 
общего решения.  
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РАЗДЕЛ  3.  АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
 

Тема 3.1 Аналитическая геометрия на плоскости. 
Предмет аналитической геометрии. Метод координат. Кривая на 

плоскости и способы ее задания. Основные виды уравнения прямой. Угол 
между прямыми. Условия параллельности и перпендикулярности двух 
прямых. Расстояние от точки до прямой. Кривые второго порядка: 
окружность, эллипс, парабола, гипербола. Параметрическое представление 
линий. 

Тема 3.2 Элементы аналитической геометрии в пространстве 
Простейшие задачи аналитической геометрии в пространстве. Понятия 

поверхности и кривой в пространстве, их уравнения. Основные виды 
уравнений плоскости и прямой в пространстве. Ортогональная проекция 
вектора на плоскость. Угол между плоскостями. Угол между двумя прямыми. 
Угол между прямой и плоскостью. Расстояние от точки до плоскости. 
Понятие о поверхностях второго порядка.  

     
РАЗДЕЛ 4.  ФУНКЦИИ ОДНОЙ И НЕСКОЛЬКИХ 

ПЕРЕМЕННЫХ. ДИФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ.  
   

Тема 4.1.   Числовая последовательность и ее предел 
Действительные числа. Числовые последовательности. Предел после-

довательности и его свойства. Бесконечно малые и бесконечно большие 
последовательности. Монотонные, ограниченные последовательности. 
Свойства сходящихся последовательностей и критерий их сходимости. 
Способы вычисления пределов последовательностей. Число «е» и его 
экономическая интерпретация.  

Тема 4.2 Функции одной вещественной переменной 
Функции, их области определения и значений, способы задания и 

график функции. Основные характеристики поведения функции. Основные 
элементарные функции. Неявные функции. Предел функции в точке и на 
бесконечности. Основные теоремы о пределах функций. Замечательные 
пределы. Односторонние пределы. Бесконечно малые и бесконечно большие 
функции. Непрерывность функции в точке. Свойства непрерывных функций.  
Точки разрыва функций и их классификация. Непрерывность элементарных 
функций. Сравнение функций, символы «о» и «О».  Функции, непрерывные 
на отрезке, и их свойства: теоремы Вейерштрасса, Коши о прохождении 
функции через ноль, теорема Коши о промежуточном значении. 
Непрерывность обратной функции.  

Тема 4.3 Дифференциальное исчисление функций  
одной вещественной переменной 

        Задачи, приводящие к понятию производной. Производная 
функции, ее геометрический и экономический смыслы. Уравнение 
касательной и нормали к кривой. Основные правила дифференциального 
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исчисления. Производная сложной, обратной и неявной функций. 
Производные элементарных функций. Логарифмическое 
дифференцирование. Дифференцирование параметрически заданных 
функций. Дифференциал функции, его геометрический смысл и применение 
в приближенных вычислениях. Инвариантность формы дифференциала. 
Производные высших порядков. Формула Лейбница. Дифференциалы 
высших порядков. Локальный экстремум функции. Основные теоремы 
дифференциального исчисления: Ферма. Ролля, Коши, Лагранжа. Раскрытие 
неопределенностей, правило Лопиталя. Формула Тейлора. Остаточный член 
в форме Пеано и Лагранжа. Основные разложения по формуле Тейлора. 
Приложения формулы Тейлора. Экстремумы функции, стационарные точки. 
Необходимое и достаточное условия локального экстремума. Наибольшее и 
наименьшее значения функции на отрезке. Выпуклость и точки перегиба. 
Достаточное условие выпуклости. Необходимое условие перегиба. 
Достаточные условия перегиба. Вертикальные и наклонные асимптоты 
графика функции. Общая схема исследования функции и построение ее 
графика. Экономические приложения: предельные показатели в экономике, 
эластичность экономических показателей, максимизация прибыли 

Тема 4.4. Функции многих переменных 
 Предел функции в точке, повторные пределы. Непрерывность. 

Свойства непрерывных функций. Частные производные. Геометрический 
смысл частной производной функции двух переменных. Примеры 
применения частных производных в экономике. Дифференцируемость 
функции многих переменных, необходимые и достаточные условия 
дифференцируемости. Полный дифференциал и его связь с частными 
производными. Дифференцирование сложных функций. Частные 
производные высших порядков. Теорема о равенстве смешанных 
производных. Дифференциалы высших порядков. Понятие экстремума 
функции двух переменных. Необходимое и достаточное условия экстремума. 
Наибольшее и наименьшее значения функции в заданной области. Условный 
экстремум. Метод множителей Лагранжа. Приложения к экономическим 
проблемам.     

 
РАЗДЕЛ 5. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 

ОДНОЙ И НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

Тема 5.1  Первообразная и неопределенный интеграл 
Первообразная функции и неопределенный интеграл. Свойства 

неопределенного интеграла. Метод замены переменной. Формула 
интегрирования по частям. Таблица неопределенных интегралов. 
Интегрирование простейших рациональных дробей. Интегрирование 
рациональных функций. Интегрирование иррациональных функций. 
Интегрирование выражений, содержащих тригонометрические функции. 
Неберущиеся интегралы. 
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Тема 5.2 Определенный интеграл 
Задачи, приводящие к понятию определенного интеграла. 

Определенный интеграл. Основные свойства определенного интеграла. 
Условия интегрируемости функций. Интеграл с переменным верхним 
пределом и его дифференцирование. Формула Ньютона-Лейбница. Замена 
переменной в определенном интеграле. Формула интегрирования по частям 
для определенного интеграла. Геометрические приложения определенных 
интегралов: вычисление площадей плоских фигур, объемов тел, длин дуг, 
площадей поверхностей вращения. Экономические приложения 
определенных интегралов. Несобственные интегралы и признаки их 
сходимости. 

Тема 5.3. ДВОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
Задачи, приводящие к двойному интегралу. Определение двойного ин-

теграла и его свойства. Вычисление двойных интегралов в декартовой 
системе координат. Изменение порядка интегрирования в двойном 
интеграле. Якобиан и его геометрический смысл. Замена переменных в 
двойных интегралах.  

 
РАЗДЕЛ 6. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

 
Тема 6.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения. 

Основные понятия теории обыкновенных дифференциальных 
уравнений, общее и частное решение. Математическое моделирование в 
экономике и технике с помощью дифференциальных уравнений. Задача 
Коши. Теорема существования и единственности решения. 
Дифференциальные уравнения первого порядка и методы их интегрирования. 
Линейные дифференциальные уравнения первого и второго порядков. 
Однородные и неоднородные линейные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами и специальной правой 
частью. Характеристическое уравнение. Линейная независимость решений. 
Метод Лагранжа вариации произвольной постоянной. Общие понятия о 
дифференциальных уравнениях высших порядков. Приложения 
дифференциальных уравнений к решению экономических задач. 

 
РАЗДЕЛ 7. ЧИСЛОВЫЕ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 

 
Тема 7.1  Числовые ряды. 

Числовой ряд и его сумма. Действие над рядами. Простейшие свойства 
числовых рядов. Необходимое условие сходимости ряда. Гармонический ряд. 
Признаки сходимости числовых рядов: критерий Коши, признаки сравнения, 
признаки Даламбера и Коши, интегральный признак. Знакопеременные ряды, 
абсолютная и условная сходимость. Знакочередующиеся ряды, признак 
Лейбница. Оценка остатка ряда. Свойства абсолютно и условно сходящихся 
рядов. 
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Тема 7.2 Функциональные и степенные ряды. 
Функциональные ряды, область сходимости и сумма ряда. Равномерная 

сходимость функциональных рядов. Критерий Коши и признак 
Вейерштрасса равномерной сходимости. Свойства равномерно сходящихся 
функциональных рядов: непрерывность суммы, почленное 
дифференцирование и интегрирование рядов. Степенные ряды, теорема 
Абеля. Радиус, интервал и область сходимости степенного ряда. 
Непрерывность суммы, интегрирование и дифференцирование степенных 
рядов. Ряды Тейлора и Маклорена. Достаточные условия представления 
функции рядом Тейлора. Разложение основных элементарных функций в ряд 
Тейлора. Применение рядов Тейлора в приближенных вычислениях.  

 
РАЗДЕЛ 8. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

 
8.1. Основные понятия и теоремы теории вероятностей 

Предмет и метод теории вероятностей. Случайные события и операции 
над ними. Классификация событий. Алгебра событий. Полная группа 
событий. Частота и вероятность. Классическое определение вероятности. 
Геометрическое и статистическое определение вероятности. Элементы 
комбинаторики. Теоремы сложения и умножения вероятностей. Вероятность 
появления хотя бы одного из п событий, независимых в совокупности. 
Условная вероятность. Независимость событий. Формула полной 
вероятности и формула Байеса.  

8.2. Схема повторных независимых испытаний 
Последовательность независимых повторных испытаний (схема 

Бернулли). Формула Бернулли. Наивероятнейшее число успехов в схеме 
Бернулли. Теорема Пуассона. Локальная и интегральная теоремы 
МуавраЛапласа. Примеры экономических задач, для которых применима 
схема повторных испытаний Бернулли. 

8.3. Случайные величины и их основные законы распределения 
Случайные величины и их классификация. Дискретные и непрерывные 

величины. Законы распределения случайных величин. Функция 
распределения случайных величин и ее свойства. Плотность распределения 
непрерывной случайной величины и ее свойства. Вероятность попадания 
значений случайной величины в заданный промежуток. Математическое 
ожидание и дисперсия случайной величины. Среднее квадратическое 
отклонение. Мода и медиана, начальные и центральные моменты. 
Асимметрия и эксцесс. Функции случайных величин. Биномиальный закон 
распределения. Закон Пуассона. Геометрическое и гипергеометрическое 
распределения. Равномерное распределение. Показательное распределение. 
Нормальный закон распределения. Правило трех сигма и его практическое 
значение. Понятие о законе больших чисел и центральной предельной 
теореме. 
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РАЗДЕЛ 9. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 
 

9.1. Основы математической статистики 
Предмет математической статистики. Генеральная и  выборочная 

совокупности. Понятие о выборочном методе. Вариационный ряд и его 
характеристики. Выборочные аналоги функций распределения. Полигон и 
гистограмма. Среднее арифметическое и его свойства. Выборочная 
дисперсия и ее свойства. Выборочные начальные и центральные моменты. 
Асимметрия. Эксцесс. 

9.2. Статистическое оценивание 
Понятие о точечной оценке числовой характеристики случайной 

величины, свойства точечной оценки. Точечные оценки математического 
ожидания и дисперсии. Частость как точечная оценка вероятности события. 
Методы получения точечных оценок. Интервальное оценивание параметров 
распределений. Доверительный интервал. Интервальное оценивание 
генеральной средней, генеральной дисперсии и генеральной доли. 
Предельная ошибка и необходимый объем выборки. 

9.3. Проверка статистических гипотез 
Понятие статистической гипотезы. Основные этапы проверки 

гипотезы. Уровень значимости и мощность критерия. Проверка гипотез о 
числовых значениях параметров нормального распределения. Проверка 
гипотезы о равенстве математических ожиданий двух нормальных 
распределений. Проверка гипотезы о равенстве дисперсий двух нормальных 
распределений. Проверка гипотезы о модели закона распределения. 
Критерии согласия Пирсона и Колмогорова. 

 
РАЗДЕЛ 10. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

 
10.1. Линейное программирование 

Основные понятия. Основные постановки задач линейного 
программирования (ЗЛП). Геометрический (графический) метод решения 
ЗЛП. Симплексный метод решения ЗЛП. Теория двойственности. Задача 
планирования технологий. Задача планирования уровней производства.  

10.2. Транспортная задача 
Транспортная задача по критерию стоимости и задачи транспортного 

типа с максимизацией целевой функции. Метод потенциалов для решения 
транспортных задач. 
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 Основы теории 
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математической 

 

8 2 2 2 2   

1.1, 
1.2 
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множеств. Комплексные 
числа* 

8 2 2 2 2 
Фронтальный 

опрос, 
решение 

 2 Векторная алгебра и 
  

 

22 6 2 8 6  

2.1 Векторная алгебра* 6 2  2 2 
Фронтальный 

опрос, 
решение 

 
2.2 Матричное исчисление* 6 2  2 2 

Фронтальный 
опрос, 

решение 
 

2.3 Системы линейных 
уравнений и неравенств*   10 2 2 4 2 

Контрольна
я точка №1 – 
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работа 

3 Аналитическая 
геометрия 16 4 2 4 6 
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Функция одной 

вещественной 
переменной  * 

14 2 2 6 2 
Фронтальный 

опрос, 
решение 
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исчисление функция 
одной вещественной 
переменной. * 
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Фронтальный 
опрос 

решение 
задач. 

Контрольная 
точка № 3 – 

 
 4.4 Функции многих 

переменных.* 12 4  4 2 
Фронтальный 
опрос, 
решение 

 
2 семестр 80 24 10 28 18 Экзамен 

5 
Интегральное 

исчисление функций 
одной и нескольких 
переменных переменных 
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5.1 
Первообразная. 

Неопределенный 
интеграл.* 
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Определенный 
интеграл. Интеграл с 
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пределом. Приложения 
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 7 Числовые и 

функциональные ряды.* 14 4 2 4 2  

7.1 
Числовой ряд и его 

сумма. Признаки 
сходимости числовых 
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Фронтальный 

опрос,  
решение 
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  7.2 
Функциональные 

(степенные) ряды. Ряды 
Тейлора и Маклорена.* 

6 2  2  
Контрольна

я точка №2 – 
контрольная 

работа 

8  Теория вероятностей 
 18 4 2 6 4 

 

8.1 
Основные понятия и 
теоремы теории 
вероятностей 

6 2  2 2 
Фронтальный 

опрос, 
решение 

 
8.2 Схема повторных 

независимых испытаний 6 2  2  
Фронтальный 

опрос, 
решение 

 
8.3 

Случайные величины и 
их основные законы 
распределения 

6  2 2 2  

 9  Математическая 
статистика 6 2  2 2  

9.1-
9.3 

Основы математической 
статистики. 
Статистическое 
оценивание. Проверка 

  

6 2  2 2 
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опрос, 
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задач 
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10.2 Транспортная задача   6 2  2 2 
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*- проведение занятий может осуществляться в аудиториях, а также с применением платформ Moodle и  MS 

Teams. 
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Перечень основной и дополнительной литературы 
 

Основная литература 
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Дополнительная литература 
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