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При проектировании и создании высокопроизводительных динамически–масштабируемых 
распределенных вычислительных систем особую актуальность приобретают задачи построения 
и исследования математических моделей, которые адекватно учитывают физические особенно-
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сти функционирования рассматриваемых систем и в тоже время позволяют получать матема-
тические соотношения для вычисления оперативных и точных значений минимального общего 
времени реализации заданных объемов вычислений. В статье для синхронного режима, при кото-
ром  обеспечивается линейный порядок выполнения блоков структурированного программного 
ресурса внутри каждого из процессов без задержек, с помощью математического аппарата 
теории расписаний, приемов совмещения линейных диаграмм Ганта и дуго–взвешенных графов 
решены задачи определения  минимального времени выполнения множества распределенных неод-
нородных взаимодействующих процессов, конкурирующих за использование ограниченного числа 
копий структурированного программного ресурса. Предложенные методы и формулы позволяют 
построить расписания моментов запуска и окончания каждого из распределенных конкурирую-
щих процессов, что дает возможность не только наиболее эффективно решать проблему син-
хронизации процессов, но и существенно минимизировать системные затраты и простои про-
цессоров. Полученные математические соотношения служат основой для решения оптимизаци-
онных задач по параметрам распределенных систем. 

Ключевые слова: распределенная вычислительная система, процесс, программный ресурс, 
структурирование, конвейеризация,  неоднородная система, неограниченный (ограниченный) па-
раллелизм, диаграмма Ганта, дуго–взвешенный граф. 

 
When designing and creating high-performance dynamically scalable distributed computing systems, 

the problems of constructing and studying mathematical models that adequately take into account the 
physical features of the functioning of the systems under consideration and at the same time allow obtain-
ing mathematical relationships for calculating operational and accurate values of the minimum total time 
of implementation of specified volumes of calculations are of particular relevance. In the article, for the 
synchronous mode, which ensures a linear order of execution of blocks of a structured software resource 
within each of the processes without delays, using the mathematical apparatus of scheduling theory, 
techniques for combining linear Gantt charts and arc-weighted graphs, mathematical relationships are 
obtained for calculating the minimum execution time of a set of distributed heterogeneous interacting 
processes competing for the use of a limited number of copies of a structured software resource. The pro-
posed methods and formulas allow constructing schedules for the start and end of each of the distributed 
competing processes, which makes it possible not only to most effectively solve the problem of process 
synchronization, but also to significantly minimize system costs and processor downtime. The obtained 
mathematical relationships serve as a basis for solving optimization problems for the parameters of dis-
tributed systems.  

Key words: distributed computing system, process, software resource, structuring, pipelining, hetero-
geneous system, unlimited (limited) parallelism, Gantt chart, arc-weighted graph. 

 
Введение. Быстрое развитие информационно–коммуникационных и сетевых технологий при-

вело к интенсивному использованию географически распределенных вычислительных ресурсов и 
созданию на их основе распределенных вычислительных систем (РВС). В литературе отсутствует 
каноническое определение того, что такое «распределенная вычислительная система». Например, 
профессор Э. Таненбаум определяет распределенную систему как «набор соединенных каналами 
связи независимых компьютеров, которые с точки зрения пользователя некоторого программно-
го обеспечения выглядят единым целым» [1]. В книге Ж. Теля «Введение в распределенные алго-
ритмы» сказано, что «под распределенной системой мы понимаем всякую вычислительную систе-
му, в которой несколько компьютеров или процессоров, так или иначе, вступают во взаимодей-
ствие» [2]. Моделью распределенной системы может также быть набор программных средств, 
представляющий собой совокупность взаимосвязанных процессов, выполняемых на одном и том 
же вычислительном устройстве [3]. На сегодняшний день существуют различные типы распреде-
ленных вычислительных систем – это вычислительные кластеры, симметричные мультипроцессо-
ры (SMP), системы с распределенной разделяемой памятью (DSM),  массово–параллельные систе-
мы (MPP) и  мультикомпьютеры. Изучая распределенные вычисления нельзя не упомянуть  об-
лачные, параллельные и грид–вычисления [3–6]. Из приведенных примеров следует, что РВС – 
это сложные сетевые системы (системы систем, SoS), предназначенные для обработки больших 
объемов данных, одним из основных преимуществ которых является возможность параллельного 
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выполнения процессов. Хотелось бы также отметить, что принципы распределенной организации 
выполнения процессов являются не только универсальным способом достижения высокой произ-
водительности и надежности многопроцессорных систем и комплексов, но  носят и достаточно 
общий характер и присущи процессам различной природы, прежде всего они свойственны  ин-
формационным банковским системам [7,8], энергетическим системам [9–11], логистическим си-
стемам [12] и др.  

При проектировании РВС особую значимость приобретают задачи построения и исследования 
математических моделей оптимальной организации выполнения распределенных взаимодейству-
ющих процессов, конкурирующих за программный ресурс (ПР). Случай, когда в общей памяти 
РВС размещена одна копия программного ресурса, с различных точек зрения был изучен в рабо-
тах [13–22]. Но, к сожалению, мало работ по математическому моделированию функционирования 
распределенных вычислительных систем, в которых в общей памяти одновременно может нахо-
диться не одна, а несколько копий программного ресурса [23–25]. Такое обобщение носит прин-
ципиальный характер в виду того, что отражает основные черты мультиконвейерной обработки, а 
также позволяет сравнить эффективность конвейерной и параллельной обработки. В виду дис-
кретного и комбинаторного характера математических задач распределенного программирования 
определенный прогресс на пути их решения может быть достигнут за счет применения математи-
ческого аппарата и методов дискретных систем и дискретной оптимизации, теории расписаний и 
сетевых графов, теории алгоритмов и множеств, алгебры матриц [26–28]. Исследования в указан-
ном направлении характерны для Института системного программирования Российской Академии 
наук, Московского государственного университета имени М.В. Ломоносова, Объединенного ин-
ститута проблем информатики Национальной Академии наук Беларуси, Национального исследо-
вательского университета «Московский энергетический институт» и др. 

 
1. Математическая модель распределенной вычислительной системы 
с учетом ограниченного числа копий программного ресурса 
 
Конструктивными элементами для построения математических моделей систем, реализующих 

методы распределенных вычислений, являются понятия процесса  и  программного ресурса. Как и 
в [13–25] под процессом будем понимать выполнение линейной последовательности программных 

блоков  ),,2,1( sI s  . При этом процесс называется распределённым, если все блоки или 

часть из них выполняются на разных процессорах. Процессы, которые влияют на поведение друг 
друга путем обмена информацией, называют взаимодействующими процессами. Многократно вы-
полняемую в многопроцессорной системе программу или ее часть будем называть программным 
ресурсом, а множество соответствующих процессов – конкурирующими. 

Математическая модель системы распределенной обработки взаимодействующих процессов, 
конкурирующих за использование ограниченного числа копий структурированного программного 
ресурса, включает в себя [26–28]: 2p ,  процессоров распределенной вычислительной системы, 

которые имеют доступ к общей разделяемой памяти; 2n , распределенных взаимодействующих 
конкурирующих процессов; 2s , блоков структурированного на блоки программного ресурса; 

матрицу ][ ijtT  , ni ,1 , sj ,1 , времен выполнения блоков программного ресурса распре-

деленными взаимодействующими конкурирующими процессами; pc 2 , число копий струк-

турированного на блоки программного ресурса, которые могут одновременно находиться в опера-
тивной памяти, доступной для всех p  процессоров; 0  – параметр, характеризующий время 

дополнительных системных расходов, связанных с параллельной обработкой блоков структуриро-
ванного программного ресурса множеством взаимодействующих конкурирующих процессов при 
распределенной обработке. Будем также считать, что число процессов n  кратно числу копий  

структурированного программного ресурса c , т.е. mcn  , где 2 cnm , и что взаимодей-

ствие процессов, процессоров и блоков программного ресурса подчинено следующим условиям: 
1) ни один из процессоров не может обрабатывать одновременно более одного блока; 
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2) процессы выполняются в параллельно-конвейерном режиме группами, т.е. осуществляется 
одновременное  выполнение c  копий каждого блока в сочетании с конвейеризацией группы из c  

копий jQ -го блока,  sj ,1 , по  процессам и процессорам; 

3) обработка каждого блока программного ресурса осуществляется без прерываний; 
4) в случае неограниченного параллелизма по числу процессоров многопроцессорной системы, 

т.е. когда число блоков программного ресурса 





c

p
s , где ][x  - целая часть числа, для каждого 

i -го процесса, где qlci  )1( , ml ,1 , cq ,1 , распределение блоков jQ , sj ,1 , 

программного ресурса  по процессорам    осуществляется по правилу: блок с номером j   распре-

деляется на процессор с номером qjc  )1( . 

 
2. Время выполнения системы неоднородных распределенных конкурирующих процес-

сов при неограниченном параллелизме 
 
Систему n  распределенных конкурирующих процессов будем называть неоднородной, если 

времена выполнения блоков структурированного программного ресурса sQQQ ...,,, 21  зави-

сят от объемов обрабатываемых данных и/или их структуры, т.е. разные для разных процессов. 
В рамках математической модели распределенных вычислений при ограниченном числе копий 

программного ресурса в [24] введен первый синхронный режим взаимодействия процессов, про-
цессоров и блоков, который обеспечивает непрерывное выполнение блоков структурированного 
программного ресурса внутри каждого процесса. В этом режиме в случае неограниченного парал-

лелизма, т.е. когда 





c

p
s2 , момент завершения выполнения i –м процессом, где 

qlci  )1( , ml ,1 ,  cq ,1 ,  j –го блока, 1,1  sj ,    на ))1(( qjc  –м процес-

соре совпадает с моментом начала выполнения следующего )1( j –го блока на )( qcj  –м про-

цессоре. 
На рис.1 изображена диаграмма Ганта, иллюстрирующая функционирование распределенной 

вычислительной системы в первом синхронном режиме, где ),,,,(1 сsnpT н
с  время выполнения 

6n  неоднородных процессов, конкурирующих за использующих 2с  копий программного 

ресурса структурированного на 3s  линейно–упорядоченных блоков 321 ,, QQQ    с матри-

цей времен выполнения с учетом дополнительных системных расходов 


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][][ snijsnij ttT 
. Предполагается, что выполнение процессов осу-

ществляется в вычислительной системе с 7p  процессорами, причем каждый из процессов яв-

ляется распределенным. 
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Для вычисления времени выполнения ),,,,(1 сsnpT н
с  все множество процессов разобьем на 

с  подмножеств  по  m  процессов в каждом, причем  в каждое   q –е подмножество,  cq ,1 ,  

будут включены процессы с номерами qlci  )1( ,   ml ,1 ,   блоки которых будут вы-

полняться на ))1(( qjc  –х  процессорах, sj ,1 . Тогда имеет место формула [24]: 
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Рисунок 1. – Первый синхронный режим при неограниченном параллелизме 
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, 1,1  mi  –  начало выполнения первого блока 

для каждого из последующих процессов, начиная с )( qci  –го в q –ом подмножестве процессов, 

а  




s

j

jqmct
1

,)1(


 – длительность выполнения последнего процесса q –го подмножества, где 

cq ,1 .  

 
3. Время реализации распределенных неоднородных процессов  
при ограниченном параллелизме 
 

Рассмотрим  случай ограниченного параллелизма, т.е. когда 





c

p
s , причем 





c

p
ks , где 

1k . Выполним разбиение всех блоков на k   групп по 





c

p
 блоков в каждой. Тогда матрица 

времен выполнения блоков структурированного ПР с учетом дополнительных системных расхо-
дов  ,  связанных с организацией конвейерного режима использования блоков множеством взаи-
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модействующих конкурирующих процессов при распределенной обработке ][ 
ijtT  , ni ,1 , 

sj ,1 , разобьется на k  подматриц  

T  вида (2) размерностью 





c

p
n  каждая: 
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p
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k . (2) 

 

Пусть 7p , 4n , 6s , 2c , 
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T . Тогда с  учетом нали-

чия 2c  копий структурированного программного ресурса  выполнение 4n  процессов на 
7p  процессорах можно представить в виде линейных диаграмм Ганта следующего вида: 

 

Рисунок 2. - Несовмещенные диаграммы Ганта при 





c

p
ks , 1k  

 
Из анализа диаграмм Ганта на рис.2 видно, что каждая из  диаграмм отображает во времени 

выполнение очередных 





c

p
 блоков программного ресурса на 





c

p
с  процессорах всеми n  про-

цессами, причем при 





c

p
s  непрерывность выполнения блоков структурированного про-
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граммного ресурса может нарушиться при переходе от  –й группы блоков к )1(  –й, 

1,1  k , а внутри каждой из групп непрерывное выполнение блоков каждого процесса со-
храняется. 

Для дальнейшего исследования, как и при достаточном числе процессоров, все множество про-

цессов разобьем на подмножества, причем  каждое q –е подмножество,  cq ,1 , будет состоять 

из  m  процессов с номерами qlci  )1( , ml ,1 ,   которые будут выполняться на процес-

сорах с номерами ))1(( qjc  , 





c

p
j ,1 . Введем следующие обозначения: 

▪ 
q

ijt ,
 – время выполнения в  –ой группе блоков i –м процессом  из q –го подмножества 

процессов j –го блока с учетом параметра  : 
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▪ 

qT  – время выполнения в  –ой группе блоков q –го подмножества процессов: 
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▪ 

T  – общее время выполнения  –ой группы блоков всеми n  процессами на 




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с  про-

цессорах с учетом параметра  : 
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▪ 
q

ijE ,
– время завершения обработки в  –ой группе блоков i –м процессом из q –го под-

множества  j –го блока: 

 



232 
 













 



















 







1

1
)1,(

1
)1,()1(

1

1 1
,)1(

, max
u

w
w

c

p
qс

u

w
w

c

p
qс

i

c

p
u

jqic
q

ij ttEE 









 











j

w
w

c

p
qiс

t
1

)1,()1(




, k,1 ,   cq ,1 , mi ,1 , 





c

p
j ,1 .  (6) 

 
Из анализа диаграмм  Ганта на рис.2 видно, что минимальное общее время выполнения неод-

нородных распределенных процессов конкурирующих за использование с  копий структуриро-

ванного программного ресурса в случае 





c

p
ks , 1k , определяется как сумма длин состав-

ляющих диаграмм: 
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с  можно существенно сократить, если воспользоваться совмеще-

нием последовательных диаграмм Ганта по оси времени  справа налево. В результате совмещения 
получим: 
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где ),min( "'
   , 1,1  k  – длина отрезка максимально возможного совмещения двух 

последовательных диаграмм Ганта по оси времени.  

Здесь 
'
  – отрезок возможного совмещения по оси времени, который представляет собой раз-

ность между моментом начала выполнения  j –го блока первым процессом q –го подмножества 

процессов в )1(  –й группе блоков и моментом завершения выполнения j –го блока послед-

ним процессом q –го подмножества процессов в   –й группе блоков, т. е. 
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Значение 
"
  представляет собой разность между началом выполнения первого блока i –м 

процессом в )1(  –й группе блоков и моментом завершения выполнения последнего блока i –м 

процессом в  –й группе блоков, т. е. 
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 (8) 
 

В случае, когда r
c

p
ks 



 , 1k , 





c

p
r1 , все множество из s  блоков  разбивает-

ся на )1( k –у группу по 





c

p
 блока(ов) в каждой,  за исключением последней, в которой будет 

только r  блока(ов) ПР. Тогда время выполнения n  неоднородных распределенных конкурирую-
щих процессов использующих с  копий структурированного на s  блока(ов) программного ресур-
са в вычислительной системе с p  процессорами в первом синхронном режиме будет определять-

ся по формулам: 
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Здесь: 

▪ 


1kT  – время выполнения )1( k –ой группы из r  блоков всеми n  процессами: 
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▪ 
1k

qT  – время выполнения q –го подмножества из m  процессов в )1( k –ой группе бло-

ков: 
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▪ k  – величина максимально допустимого совмещения по оси времени k –ой и )1( k –ой 

диаграмм: 
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Здесь 
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Таким образом, имеет место 
 
Т е о р е м а . Если взаимодействие процессов, процессоров и блоков структурированного про-

граммного ресурса подчинено  условиям первого синхронного режима, то для любых 2p , 

2n , 2s , pc 2 , 0  минимальное общее время выполнения неоднородных распре-

деленных конкурирующих процессов определяется следующим образом: 
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Здесь 

T  и 


1kT  вычисляются по формулам (5) и (9), а ),min( "'

   , 1,1  k , 

),min( "'
kkk   . В свою очередь, для нахождения 

'
 , 

"
 , 

'
k , 

"
k  используются формулы 

(7), (8), (10), (11). 
 
4. Алгоритм определения времени выполнения неоднородных распределенных процес-

сов с помощью сетевых дуго–взвешенных графов 
 
Решим задачу определения минимального общего времени непрерывного выполнения неодно-

родных блоков распределенных конкурирующих процессов, использующих ограниченное число 
копий структурированного программного ресурса,  с помощью математического аппарата сетевых 
дуго–взвешенных графов. Для этого введем следующие обозначения: 

▪ 
,q

iT  – время выполнения i –м процессом  из q –го подмножества процессов очередных 
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q
iiZ   – время задержки начала выполнения первого блока )1( i –го процесса по отноше-

нию к первому блоку i –го процесса в q –ом подмножестве процессов для  –й группы блоков: 
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▪ 
1, 

qZ  – время задержки начала выполнения первого блока первого процесса из q –го 

подмножества процессов в )1(  –й группе блоков по отношению к первому блоку последнего 

m –го процесса из q –го подмножества процессов в  –й группе блоков: 
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(14) 
 

Далее взаимодействие процессов, процессоров и блоков для случая, когда 





c

p
ks , 1k , с 

учетом условий, обеспечивающих линейный порядок выполнения блоков структурированного 
программного ресурса внутри каждого из процессов без задержек, введенных обозначений вели-

чин 
,q

iT , 
,

1,
q
iiZ  , 

1, 
qZ  и разбиения исходной матрицы времен выполнения блоков ][ 

ijt , 

ni ,1 , sj ,1  на k  подматриц, отображается в виде c –слойного сетевого дуго–взвешенного 

графа 
cG1  (рис.6). 

Вершины каждого q –го слоя (подграфа),  cq ,1 , расположены в узлах прямоугольной ре-

шетки размерности )1(  km , при этом каждая из вершин подграфа, за исключением вершин  

)1( k –го уровня, определяет момент начала выполнения очередных ]/[ cp  блоков i –го про-

цесса из q –го подмножества процессов в  –й группе блоков. Пронумерованы эти вершины па-

рой чисел ),( i , mi ,1 , k,1 . Вершины )1( k –го уровня являются висячими и опреде-

ляют моменты завершения выполнения процессов. Вершины в графе соединены дугами трех ти-
пов: 

▪ горизонтальные дуги соединяют вершины ),( i  и )1,( i , mi ,1 , k,1 , которые 

отражают продолжительность выполнения очередных ]/[ cp  блоков i –го процесса из q –го 

подмножества процессов в  –й группе блоков (формула 12); 

▪ вертикальные дуги в графе соединяют вершины ),( i  и ),1( i , 1,1  mi , k,1 , 

и отражают времена задержки начала выполнения первого блока )1( i –го процесса по отноше-

нию к первому блоку i –го процесса из q –го подмножества процессов в  –й группе блоков 

(формула 13); 
▪ диагональные (наклонные) дуги отражают минимальные времена задержки начала выполне-

ния первого блока первого процесса из q –го подмножества процессов в )1(  –й группе блоков 

по отношению к первому блоку последнего m –го процесса из q –го подмножества процессов в 

 –й группе блоков и соединяют вершины ),( m  и )1,1(  ,  1,1  k  (формула 14).  

Построенный таким образом c –слойный сетевой дуго–взвешенный граф 
сG1 , полностью 

отображает во времени выполнение n  неоднородных распределенных конкурирующих процес-
сов, использующих c  копий программного ресурса, на p  процессорах в первом синхронном ре-

жиме с непрерывным выполнением s  блоков структурированного программного ресурса каждым 
из процессов с учетом параметра 0 , характеризующего время дополнительных системных 
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расходов, связанных с организацией конвейерного режима использования блоков структуриро-
ванного программного ресурса множеством взаимодействующих конкурирующих процессов при 
распределенной обработке. 

 

 
 

Рисунок 3. – Сетевой c -слойный дуго–взвешенного граф cG1  при 





c

p
ks , 1k  

Заключение. В работе с помощью математического аппарата теории расписаний, приемов 
совмещения линейных диаграмм Ганта и дуго–взвешенных графов для синхронного режима не-
прерывного выполнения блоков программного ресурса каждым из процессов при распределенной 
обработке получены математические соотношения для вычисления точных значений минимально-
го времени выполнения системы множества неоднородных конкурирующих распределенных про-
цессов в случаях неограниченного и ограниченного параллелизма по числу процессоров много-
процессорной системы. Предложенные методы и формулы позволяют построить расписания мо-
ментов запуска и окончания каждого из распределенных конкурирующих процессов, что дает воз-
можность не только наиболее эффективно решать проблему синхронизации процессов, но и суще-
ственно минимизировать системные затраты и простои процессоров. Полученные математические 
соотношения могут быть использованы при проектировании системного и прикладного про-
граммного обеспечения, ориентированного на многопроцессорные вычислительные системы и 
комплексы, а также при решении проблем оптимального использования вычислительных ресур-
сов. 
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