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Теория массового обслуживания − область прикладной математики, предметом изучения кото-

рой являются системы массового обслуживания (СМО). Структура СМО предполагает наличие 

некоторого числа обслуживающих устройств, которые иначе называют каналами обслуживания. 

Каждая СМО предназначена для обслуживания некоторого потока заявок, поступление которых 

на вход системы происходит в некоторые случайные моменты времени. Длительность процесса 

обслуживания заявки каналом также носит случайный характер. После удовлетворения поступив-

шего требования канал освобождается и приступает к обслуживанию новой заявки, либо ждет по-

ступления новой. Таким образом, случайный характер потока заявок и длительность их выполне-

ния ведет к неравномерной загрузке СМО [2, с.104]. 

В качестве показателей эффективности функционирования СМО выступают: среднее число за-

явок, обслуживаемых в единицу времени; среднее число заявок в очереди; среднее время ожида-

ния обслуживания; вероятность отказа в обслуживании без ожидания; вероятность того, что число 

заявок в очереди превысит определенное значение и т.п. 

Целью теории массового обслуживания является выработка оптимальных вариантов рацио-

нального построения СМО к организации их работы. 

Именно для выполнения указанной цели и используется математическое моделирование СМО, 

связывающее заданные условия работы с показателями эффективности, обслуживающей системы, 

которая устанавливает зависимость между характером потока заявок, числом каналов обслужива-

ния, производительностью отдельного канала и эффективностью обслуживания с целью нахожде-

ния наилучших путей управления этими процессами.  

По дисциплине обслуживания можно разделить СМО на два основных класса: СМО с отказами 

и СМО с ожиданием (очередью).  

Остановимся на детальном рассмотрении функционирования n канальной СМО с отказами. 

Пусть имеется n  каналов, на которые поступает поток заявок с интенсивностью . Поток обслу-

живания для одного канала имеет интенсивность . В случае, если все каналы заняты заявка, по-

ступившая на обслуживание, получает отказ. Таким образом, СМО может находиться в одном из 

следующих состояний: 0s  − все каналы свободны;  1s − занят ровно один канал, остальные сво-

бодны; …; ks  − заняты ровно k  каналов, остальные свободны; …; ns  − заняты все n  каналов.  

Переход системы из состояния ks  в состояние 1ks  происходит под воздействием входящего по-

тока заявок вхП  с интенсивностью , а из состояния 1ks  в состояние ks  систему переводит 

поток обслуживания обП с интенсивностью ( 1)k  0, 1n n .  

Для наглядного представления связей между состояниями СМО и воздействиями потоков вхП  

и обП  можно используют граф состояний, рис. 1. 

 

  
 

Рисунок – Граф состояний для многоканальной СМО с отказами 

 

Пользуясь общим правилом для определения вероятностей состояний используют систему 

дифференциальных уравнений Колмогорова, которая в данном случае носит название системы 
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дифференциальных уравнений Эрланга: [1, c. 51]. В начальный момент времени при 0t  есте-

ственно считать, что СМО находится в состоянии 0s , т.е. все каналы свободны. Установившийся 

стационарный режим  функционирования СМО (при t )  представляют предельные вероят-

ности состояний: 
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Так как в формулах (1) интенсивность потока заявок  и интенсивность потока обслуживании 

  входят своим отношением, то это отношение принято обозначать через  и называть  приве-

денной интенсивностью входящего  потока заявок или трафиком. Физический смысл трафика 

 состоит в том, что данная величина представляет собой среднее число заявок, приходящих 

в СМО за среднее время обслуживания одной заявки и является показателем нагрузки системы. 

Единицей измерения этого показателя является эрланг. 

Отметим, что среди основных характеристик эффективности СМО в первую очередь указыва-

ют вероятность отказа откp , относительную пропускную способность Q  (вероятность того, что 

заявка будет принята к обслуживанию), абсолютную пропускную способность A  (среднее число 

заявок, которые может обслужить СМО за единицу времени), среднее число заявок в системе 

систL  (в данном случае оно совпадает со средним числом занятых каналов). Использование ука-

занных и других известных характеристик эффективности СМО позволяет рассчитать оптималь-

ные параметры функционирования, в частности, определить оптимальное соотношение между  

вхП и откП , обеспечивающее максимальную загрузку каналов с минимизацией вероятности от-

каза по обслуживанию. 

Проведенное исследование ставило своей целью оценку параметров эффективности функцио-

нирования n канальной СМО в зависимости от дисциплины обслуживания. В связи с этим были 

проанализированы предельные вероятности состояний и значения показателей эффективности 

функционирования СМО, а также их соотношения для трех случаев: n канальная СМО с отка-

зами, n канальная СМО с ограниченной очередью и n канальная СМО с неограниченной оче-

редью. Указанные характеристики СМО при одинаковых исходных параметрах в зависимости от 

дисциплины были просчитаны для различных значений числа каналов, интенсивности входящего 

потока и потока обслуживаний, числа мест в очереди. 

Например, при 6n , 8 , 2  и 3m (число мест в очереди), получены следующие 

результаты: 

1) для СМО с отказами: 0 0,020595p , 1 0,08238p ,  2 0,16476p ,  

3 0,21968p , 4 0,21968p ,  5 0,175744p ,  6 0,117162p , 0,117162откp , 

0,882838Q ,  7,0627A , 3,53135систL ; 

2) для СМО с очередью в три заявки: 0 0,01768p , 1 0,070719p ,  2 0,141437p ,  

3 0,188583p , 4 0,188583p ,  5 0,150867p ,  6 0,100578p , 7 0,067052p , 

8 0,044701p , 9 0,029801p , 0,029801откp , 0,970199Q ,  7,761594A ,  

среднее число занятых каналов 4K , количество заявок в очереди 0,245857oчL , 

4,245857систL ; 

3) для СМО с ожиданием: 0 0,016658p , 1 0,066741p ,  2 0,133482p ,  

3 0,177976p , 4 0,177976p ,  5 0,142380p ,  6 0,094920p , 7 0,06320p , 
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8 0,042187p , 9 0,028125p , 10 0,018750p , 11 0,0125p , 12 0,008333p , 

13 0,005555p , 14 0,003704p , …, 0откp , 1Q ,  8A ,  4K , 

0,569522oчL , 4,569522систL . 

Отметим, что выполнение всех расчетов производилось в среде Ms Excel, что позволило запро-

граммировать вычисление числовых характеристик и рассмотреть влияние всех параметров на ра-

боту СМО.   

Таким образом, исследования позволяют сделать следующие выводы: 

1) все параметры функционирования n канальной СМО оказывают влияние на характеристи-

ки эффективности ее функционирования; 

2) увеличение количества каналов, при сохранении интенсивности входящего потока и интен-

сивности потока обслуживаний, увеличивает число занятых каналов, т.е. повышает производи-

тельность СМО; 

3) увеличение интенсивности входящего потока, при сохранении числа каналов и интенсивно-

сти потока обслуживаний, повышает производительность СМО. 

Вместе с тем отсутствие экономических показателей в абстрактной модели не позволяет оце-

нить рентабельность работы СМО и дать практические рекомендации по ее усовершенствованию. 

Введение в модель СМО таких показателей и станет следующим этапом исследования. 
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1. Постановка задачи. В действительном гильбертовом пространстве H  исследуется опера-

торное уравнение I рода 
 

,yAx  (1) 

 

где A  – положительный ограниченный и самосопряжѐнный оператор, для которого нуль не является 

собственным значением, однако принадлежит спектру оператора A , и, следовательно, задача некорректна. 

Пусть )(ARy , т.е. при точной правой части y  уравнение (1) имеет единственное решение x . 

Для отыскания этого решения применяется неявная итерационная процедура 
 

yxAExAE nn 2)()( 1 00x  (2) 

Обычно правая часть уравнения известна с некоторой точностью , т.е. известен y , для ко-

торого yy . Поэтому вместо схемы (2) приходится рассматривать приближения 

 

yxAExAE nn 2)()( ,,1 0,0x  (3) 

 

Ниже, под сходимостью метода (3) понимается утверждение о том, что приближения (3) сколь 

угодно близко подходят к точному решению уравнения при достаточно малых  и n  и доста-

точно больших n . 
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