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В работе рассматривается операторное уравнение I рода  
yAx                                                             (1) 

с действующим в гильбертовом пространстве H ограниченным положительным самосопряженным 
оператором ,: HHA   в предположении, что нуль принадлежит спектру этого оператора, 
однако, вообще говоря, не является его собственным значением. При сделанных предположениях 
задача о разрешимости уравнения (1) является некорректной. Если решение уравнения (1) все же 
существует, то для его отыскания предлагается регуляризатор в виде итерационной процедуры 
явного типа 

               .0,2 0
22

1  xAyyxAEx nn                         (2) 

Обычно правая часть уравнения (1) известна с некоторой точностью  , т.е. известен y , для 

которого  yy . Поэтому вместо схемы (2) приходится рассматривать приближения 

     .0,2 ,0
2

,
2

,1   xAyyxAEx nn                    (3) 

Ниже, под сходимостью процедуры (3) понимается утверждение о том, что приближения (3) сколь 
угодно близко подходят к точному решению уравнения (1) при подходящем выборе n и 

достаточно малых   [1]. Иными словами, если 0inflim ,
0









 


n

n
xx .  

 Изучим сходимость итерационной процедуры (3) в случае единственного решения в 

энергетической норме гильбертова пространства , Hx . При этом, как ),( xxx A П
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обычно, число итераций n нужно выбирать в зависимости от уровня погрешности .  Полагаем, 

что 0,1,0   xx  и рассмотрим разность      ,, nnnn xxxxxx .                                     

По индукции нетрудно показать, что    .21 yAEEAx n
n  

 Тогда  

xAEyAEAxx nn
n

221 )()(  
. 

Разность nxx   бесконечно мала в норме пространства H при ,n  но скорость сходимости 

при этом может быть сколь угодно малой, и для ее оценки необходима дополнительная 
информация на гладкость точного решения х – его истокообразная представимость, т.е. что 

0,  szAx s
. При использовании энергетической нормы нам это дополнительное 

предположение не потребуется. Действительно, с помощью интегрального представления 
самосопряженного оператора  A имеем  

  ),()1()(,)(
0

4222 xxEdxAExAEAxx
M

nnn
An   , 

где ,AM   E – соответствующая спектральная функция, E – единичный оператор. 

Нетрудно показать, что при  )4(5,0 М  выполняется xenxx
An

21)4(  .  

 Оценим  ,nn xx . Справедливо равенство  

   
  yyAEEAxx n

nn
21

, =     
  yydE

M
n

0

21 11 . 

Тогда   )),(()1(1

2

0

212
, 


   yyyyEdxx

M
n
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Обозначим через )(g  подынтегральную функцию и оценим ее сверху при условии 

 )4(5,0 М . Покажем, что при любом Hnp  2  выполняется неравенство  

    .2,5435)1(1)(
21




ppg p                       (4) 

При 2p  утверждение верно. Предположим, что оно справедливо при ,lp    т.е. 

    ,5435)1(1
21  ll

 и покажем, что (4) выполняется при .lp 1   Рассмотрим 

интересующее нас выражение 

     )1(211211 )1()1(21)1(1 lll
 

      22121 )1(1)1()1(2)1(1 lll
 

   )2()1()1(25435 2  lll . 

Чтобы доказать требуемое, достаточно убедиться что 

.5435)2()1()1(2 2  ll
                            (5) 

Рассмотрим два  случая. 
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 1). ,451   l  – чётное ).2( l  Тогда .1)1(0  l
 Требуется доказать 

неравенство (5), что равносильно   ll 2)1()1(21  

,05419)1( 12  l
 что в свою очередь равносильно 

  .05419)1(2)2()1(1 2  ll                  (6) 

Имеем .0141   Следовательно, ,15419)1(2  l
 а поэтому неравенство 

(6) справедливо и, значит, верно доказываемое неравенство (5). 

2).   l,10  чётное ).2( l  Тогда .1)1(0  l
 Неравенство (5) 

равносильно 
l)1(25435  ,0)1()1( 122  ll

 которое в свою очередь 

равносильно  

  .0)1()1()1(212274 2122
  lll

             (7) 

Так как   ,0)1(212
2
 l

 то для доказательства справедливости неравенства (7) 

достаточно показать, что выполняется: .0)1()1(274)( 212   ll
l  

Нетрудно убедиться, что 0)(
10

min 


l  для .2l  Отсюда вытекает справедливость 

неравенства (7) и, следовательно, неравенства (5). Эти два рассмотренных случая  исчерпывают 
индукцию, значит, неравенство (4) справедливо. Таким образом, 

  ,25435 22
,   nxx

Αnn  .1n  Отсюда    ,2735 21
,   nxx

Αnn   1n   

Поскольку имеем   AnAnnAnAn xxxxxxxx ,,  

   1,2735 21  nn  и ,,0  nxx An  то для сходимости  

,0|||| ,   Anxx   0n ,  достаточно, чтобы  ,0n  ,n  0 . 

Таким образом, если в процедуре (3) выбрать число итераций  )( nn , зависящих от   так, 

чтобы ,0n  ,n  0 , то получим регуляризующий алгоритм, обеспечивающий 

сходимость к точному решению уравнения (1) в энергетической норме гильбертова пространства. 
 Запишем теперь общую оценку погрешности для метода (3) 

   .1,2735)4( 212/1
,  
 nnxenxx
Аn               (8) 

При заданном   найдем такое значение числа  n, при котором оценка (8) становится 

минимальной; в результате получим    
4/1опт

, 2735
Anxx    4/12/12  ex ,  

  .)2(2735 12/11
опт

21
xen  


 

Очевидно, что оптимальная оценка погрешности не зависит от параметра  . Но оптn  зависит 

от  , поэтому для уменьшения объема вычислительной работы следует брать   возможно 

большим, удовлетворяющим условию  )4(5,0 М , и так, чтобы Nn опт .   

Предложенный метод может быть применён для решения прикладных некорректных задач, 
встречающихся в технике, медицине, сейсмике, экономике. 
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В данной работе рассмотрено четырехмерное евклидово пространство R4. Пусть G – группа Ли 

движений пространства R4, Н – группа Ли вращений пространства R4, G – алгебра Ли группы Ли 

G, H  – алгебра Ли группы Ли Н.  
Группу Ли G движений пространства 1R4 будем задавать как совокупность матриц вида [1] 

а = 







At

01
, где t = 



















4

3

2

1

t

t

t

t

, а 4×4 матрица А удовлетворяет условию: Аε0,1А
T = ε4,0, где ε4,0=
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. Алгебра Ли G  будет задаваться как совокупность матриц вида: 







Bt

00
, где 

4×4 матрица В удовлетворяет условию Вε4,0+ ε4,0В=0. Точки пространства R4 будем задавать в виде 
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 = х. Группа G действует в пространстве R4 слева по правилу: х → а·х. 

Группа Ли G является полупрямым произведением группы Ли H стационарности точки 
пространства R4 и абелевой группы T4 параллельных переносов пространства R4: G = H  T4. 

Алгебра Ли G  является полупрямой суммой алгебры Ли H  группы Ли H и коммутативной 

алгебры Ли 4 группы Ли Т4: G = H 4. 

Рассмотрим в пространстве R4 базис {e1, e2, e3, e4}, ,12
1 е  

jieееее ji  ,0),(,12
4

2
3

2
2 . Базис {i1, i2,…, i10} в алгебре Ли G зададим следующим 

образом:  
i1 = E21, i2 = E31, i3 = E41, i4 = E51, i5 = E23 – Е32, i6 = E24 –Е42,  

 i7 = E25 – Е52, i8 = E34 – Е43, i9 = E35 – Е53, i10 = = E54 – Е45, 
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