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1. Постановка задачи. В действительном гильбертовом пространстве Н исследуется оператор­
ное уравнение I рода

= (1)
где А - положительный ограниченный и самосопряженный оператор, для которого нуль не яв­

ляется собственным значением, однако принадлежит спектру оператора А, и, следовательно, зада­
ча некорректна. Пусть у е 7?(Л), т.е. при точной правой части у уравнение (1) имеет единственное 
решение х. Для отыскания этого решения применяется неявная итерационная процедура

(.Е + а2А2 - (Е - аА)2 х„_г + 2ау, х0 - 0. (2)

Обычно правая часть уравнения известна с некоторой точностью 5 , т.е. известен , для кото­
рого ||у - || < 8 . Поэтому вместо схемы (2) приходится рассматривать приближения

(я + а2Д2)хи5 =(£-аД)2хи_15+2ау5, хо,5=О. (3)

Ниже, под сходимостью метода (3) понимается утверждение о том, что приближения (3) сколь 
угодно близко подходят к точному решению уравнения при достаточно малых 8 и и 8 и доста­
точно больших и.

2. Сходимость метода в случае априорного выбора числа итераций.
2.1. Сходимость при точной правой части уравнения. Воспользовавшись интегральным 

представлением самосопряженного оператора А и формулой (2), по индукции получим
п

dE^ y, где М = ||л||, Е-к - спектральная функция оператора А. Разо-

Е
бьем полученный интеграл на два: х — хп = | А,-1

0

(1 - аХ)2

1 + а2Х2

” м 
dE^y + 1

£

(1 - аХ)2

1 + а2Х2
dExy.

2
Потребуем, чтобы при X g (0,М 1 величина ——была меньше 1. Это будет при а > 0. Рас- 

1 + а2Х2
смотрим второй из написанных интегралов по норме: при а > 0 имеем

<7*00
М
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< qn (е)||х|| —> 0, п —> оо (здесь

Кроме этого,
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dExy <

0 I + а X 0
= ||-Еех|| —> 0, е —> 0, так как Ее сильно стре­

мится к нулю при £ —> 0 в силу свойств спектральной функции. Следовательно, при а > 0 име­
ем ||х - хп || —> О, « —> 00.

Тем самым доказана сходимость метода (2) к точному решению операторного уравнения (1) 
при точной правой части у.

2.2. Сходимость при приближенной правой части уравнения. Итерационный процесс 
(3) является сходящимся, если нужным образом выбирать число итераций п в зависимости от 
уровня погрешности 8 . Справедлива
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Теорема. Итеративный процесс (3) сходится при а > 0, если выбирать число итераций п 
в зависимости от 3 так, чтобы и8 —> О, п —> оо, 3 —> 0.

Доказательство. Рассмотрим разность х — хп g = (х — хп ) + (хп — хп g ). По доказанно­

му в подразделе 2.1 х — —> 0, и —> оо. Убедимся, что хп — хп g можно сделать сходящимся к 
нулю. Имеем

хп~хп,8 = А~1[Е-(Е-оА)2п 1 леЛу-уЛ

По индукции нетрудно показать, что < 2иа. Тогда справедлива

оценка хл - хп 5 < 2па8 . Поскольку х - хп 5 < ||х - хп || + хл - хп,5 < ||х - хп || + 2иа8 и, как 

показано в подразделе 2.1 ||х — хп || —> 0, п —> оо, то для сходимости метода (3) достаточно, чтобы 

и8 —> 0, п —> оо, 3 —> 0. Теорема доказана.
2.3. Оценка погрешности. Оценить скорость сходимости приближений (3) без дополнитель­

ных предположений невозможно, так как неизвестна и может быть сколь угодно малой скорость 
убывания к нулю ||х — хп II. Поэтому для оценки скорости сходимости метода будем использовать 

дополнительную априорную информацию на гладкость точного решения х уравнения (1) - воз­
можность его истокообразного представления, т.е. что х — Asz, s > 0. Тогда имеем у = As+^z и, 

М 
следовательно, получим х — хп — j V

О

(1-аХ)2

1 + Л2

модуля подынтегральной функции ф(Л,) = V

dE^z. Для оценки найдем максимум

(1-аА.)2 

1 + сЛ2
, для которой, в свою очередь, справед­

||х-х„||

ливо (р(Х) < V (1 — аЛ,)2” . Нетрудно показать, что при условии а > 0 для достаточно больших п 

справедлива оценка max ф(Х) < ss[2nae) s и, следовательно, ||х —хл||<54(2иае) ’s||z||.Ta- 
[0,М]

ким образом, общая оценка погрешности итерационной процедуры (3) запишется в виде 
||х-хи,з||- ||х _ хи || + ||хи -хи,з||- J,s(2nae) s ||z|| + 2na8. Для минимизации полученной оценки 

погрешности вычислим правую часть в точке,
в которой производная от нее равна нулю; в результате получим оценку 
Iх - хи,з| опт< (1 + 5>-^+1 W(i+1) ||z||1/(5+1) и иопт = ^a)’1 e-V<^+DS-l/(^+D Ц^Ц1/^1)

Очевидно, что оптимальная оценка погрешности не зависит от параметра a, но от него зависит 
иопт. Поэтому для уменьшения иопт и, значит, объема вычислительной работы, следует брать а по 
возможности большим, удовлетворяющим условию a > 0 и так, чтобы 
^ОПТ € 7V .

Предложенный метод может быть успешно применён для решения некорректных задач, встре­
чающихся в технике, гравиметрии, спектроскопии, математической экономике.
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