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В работе рассматривается операторное уравнение I рода
Ах-у (1)
с действующим в гильбертовом пространстве Н ограниченным положительным самосопряжен

ным оператором А: Н —> Н, в предположении, что нуль принадлежит спектру этого оператора, 
однако, вообще говоря, не является его собственным значением. При сделанных предположениях 
задача о разрешимости уравнения (1) является некорректной. Если решение уравнения (1) все же 
существует, то для его отыскания предлагается регуляризатор в виде явной двухшаговой итераци
онной процедуры
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2 2хп = 2(Е- аЛ)хп_1 - (Е- аА) х„_2+а Ay, хд=Х|=О. (2)
Обычно правая часть уравнения (1) известна с некоторой точностью 5 , т.е. известен у$ , для 

которого ||J—у& || 8 . Поэтому вместо схемы (2) приходится рассматривать приближения

хп,8 = 2(Е — аЛ)хи_1§-(Е-аА)2х„_2}8 +а2Ау5, х08 = xlj5 =0. (3)

Ниже, под сходимостью процедуры (3) понимается утверждение о том, что приближения (3) 
сколь угодно близко подходят к точному решению уравнения (1) при подходящем выборе п и дос

таточно малых 5. Иными словами, если lim inf И ~ хп 8 - 0 • 
8->0\ п ’

Изучим сходимость итерационной процедуры (3) в случае единственного решения в энер
гетической норме гильбертова пространства ||х||^ = у/(Ах, х), х g Н. При этом, как обычно, число 

итераций п нужно выбирать в зависимости от уровня погрешности 3. Полагаем, что 
х0 § = Xi 5 = 0 и рассмотрим разность х — хп § = (х - хп )+ (хи — хп § ).

I” — паА(Е — аЛ)” 1 у. ТогдаПо индукции нетрудно показать, что хп = А Е — {Е — clA)

= А-1 у - Л-1 Е-(Е-аА)п -паА(Е -аЛ)”-1 у = (Е - аЛ)”-1 [Е + (и - 1)аЛ]х.х — хп
Разность х — хп бесконечно мала в норме пространства Н при п —> со, но скорость сходимо

сти при этом может быть сколь угодно малой, и для ее оценки необходима дополнительная ин
формация на гладкость точного решения х - его истокообразная представимость, т.е. что 
x — Asz, s >0. При использовании энергетической нормы нам это дополнительное предположе
ние не потребуется. Действительно, с помощью интегрального 
представления самосопряженного оператора А имеем ||х —хя||^2 = (л(х —хи), х —хи) =

I \ м= (л(Е - аЛ)2”-2 [Е + (п - 1)аЛ]2 х, х]= J Х(1 - аХ)2”-2 [1 + (п - 1)аХ]2 d(Е\х,х), где М = ||Л||,
о

Е^ - соответствующая спектральная функция, Е - единичный оператор. Нетрудно показать, что 
при а е (О, 5/(4М)] выполняется ||х-хл||^ <(е + 1)1/2(е + 4)1/2е-3/2[(л-1)а]_1/2||х||.

Оценим хп — хп g . Справедливо равенство
м

хп ~ хп,& = J 1_ О _ _ «осХ(1 - аХ)”-1
о

^%(у~Уб)-

2 М 1
Тогда ||х„ -хЛ)5 J = J X-1 [1 - (1 - аХ)” - иаХ(1 - аХ)”-1 ]2 d(E^(у - Т5)>У ~ У8)• 

0
Обозначим через ^И(Х) подынтегральную функцию и оценим ее сверху 

при условии а е (О, 5/(4М)]. Сначала методом математической индукции можно доказать, что 

Х-1[1-(1-аХ)”-иаХ(1-аХ)” 1 ] < ^(и-1)а при аХ е (О, 5/4], п > 1. Поэтому

(X) = X-1 [1 - (1 - аХ)” -лаХ(1-аХ)” 1 12

X-1 [1 - (1 - аХ)” - иаХ(1 - аХ)”-1 ] 1-(1-аХ)” -иаХ(1-аХ)” 1 <

< ^(п - 1)а (1 + (1 - аХ)” + паХ(1 - аХ)” 1 )< ~(п _ 1)а>
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так как при условии а е (О, 5/(4М)] справедливо |1 — аХ| < 1 иаХ(1-аХ)” 1 < 1. Итак, для

любых ||*й -*«,а||/ <у(п-!)а82, поэтомуп > 1

и

h-ML Sl5'2 ■2’,(»-l)V2a,/28, »ai. Поскольку

II*-*«,8^ Ф-хХ+151/2,2 л>1 иприи->00

IIх _ *и ||j ~0 ’ т0 для СХ°ДИМОСТИ ||х — хп 31—* 0 ’ п 00 ’ достаточно, чтобы л/и — 1 5 —> 0 , 

п оо, 5 —> 0. Таким образом, если в процедуре (3) выбрать число итераций п — и(8), завися
щих от 8 так, чтобы л/и — 18—>0, п—> оо, 8 —> 0, то получим регуляризующий алгоритм, обес
печивающий сходимость к точному решению уравнения (1) в энергетической норме гильбертова 
пространства. Запишем теперь общую оценку погрешности для метода (3)

||х - ||л < (е +1)1/2 (е + 4)1/2 е“3/2 [(л - 1)а]“1/2 ||х|| +151/2 ■ 2-1 (и -1)1/2 а1/28, п > 1. (4)

При заданном 8 найдем такое значение числа итераций п, при котором оценка (4) 
становится минимальной; в результате получим ||х — хп§||^опт < 21/2 -IS^^ + l)^4 х 

х(е + 4^е~^2 Н>/2н „0„ =1 + 2-15-1/2(а8)-1(е + 1)|/2(е + 4)|/2е-3/2Н.

Очевидно, что оптимальная оценка погрешности не зависит от параметра а. Но иопт зависит 
от а, поэтому для уменьшения объема вычислительной работы следует брать а возможно боль
шим, удовлетворяющим условию а е (О, 5/(4М)], и так, чтобы иопт е N.

Важен вопрос о том, когда из сходимости в энергетической норме следует сходимость в 
обычной норме гильбертова пространства Н. Эти условия дает

£
Теорема. Если выполнены условия: 1) ЕЁхп$ =0, 2) ЕЁх — 0, где ЕЁ = j dEy 

О
(о < Е < ||Л||} то из сходимости § к х в энергетической норме следует сходимость в обычной 

норме гильбертова пространства.
Предложенный метод может быть применён для решения некорректных задач, встречающихся 

в технике, системах полной автоматической обработки экспериментов, математической экономи
ке.




