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Пусть — независимые, одинаково распределенные случайные величины с функцией рас­
пределения F( (х) = (х), i = 1,2,...

217



Определение [1]. Случайная величина £ с функцией распределения 7^(х) и характеристиче­
ской функцией е R называется устойчивой, если для каждого и = 1,2,... найдутся такие кон­
станты с„ > О и /„ е R , что

+ (1) 
>=i

D
где знак = означает равенство по распределению.
Проверка принадлежности функции к устойчивому распределению, используя соотношение (1) 

не всегда удобна, поэтому на практике используют один из критериев принадлежности случайной 
величины к устойчивому закону [2].

Критерий 1. Случайная величина £ с функцией распределения F^x) будет устойчивой тогда и 
только тогда, когда для любых положительных чисел Ьг и Ь2 найдутся положительное b и веще­
ственное а такие, что

F^-F^=F^’ (2)

где знак * означает свертку функций.
Критерий 2. Случайная величина £ будет устойчивой тогда и только тогда, когда логарифм ее 

характеристической функции е R представим в виде
In (/)=ipt - <та 111“ +iaat(o(t, а, Р), (2)

aj(t,a,P)= 111“ 1 ptg^a/2'),a Ф1, 
-2/3\п. 111 /л,а = 1,

где а е (0,2],/? е [-1,1],ст > 0,// е R .
Любой из этих критериев при необходимости можно использовать как определение устойчиво­

го распределения. Дадим трактовку параметров из критерия 2: а - характеристический параметр, 
показывает «тяжесть» хвоста распределения, р - параметр асимметрии, при p = Q распределение 
симметрично, ст - параметр масштаба, ц - сдвиг. Если случайная величина £ удовлетворяет 
критерию 2, то будем писать £ ~ Sa(P,cr,p).

В случае если ст = 1 и // = 0 случайная величина называется стандартной.
Свойство 1. Для любых двух допустимых наборов параметров {а,р,ах,/л^) и (а,/?,ст2,д2) суще­

ствуют такие однозначно определяемые ими вещественные числа а > 0 и Ъ, что

5«(Аст1,А)=а5„(Дст2,//2) + ой, (3)
где

-//2(р! / ц2Уа ,еслиа* 1, 
Ъ = \ 2 / \

н—p\n\jiJеслиа = 1. 
л

Из свойства 1 можно получить очень важный частный случай перехода к стандартной устойчи­
вой величине.

Свойство 2. Для любого допустимого набора параметров {a,p,ax,fj^

+ , (4)
2 где bQ = 0, если а ф 1 и bQ = — /?1пст, если а = 1.
л

Свойство 2 позволяет, не уменьшая общности, далее рассматривать только стандартные устой­
чивые распределения. Обозначим через F(x,a,P) функцию распределения стандартной устойчи­
вой величины, а через f(x,a,P) - плотность.
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Существуют только три случая представления плотности распределения в элементарных функ­
циях, это /(х,-1,1) - распределение Леви, /(х,1,0) - распределение Коши, /(х,2,Д) - распределе­

ние Гаусса, в последнем случае параметр Д теряет всякий смысл.
Существует интегральное представление [2] для плотности распределения в остальных случа­

ях. В случае а 1
1 00 ( / \\
1г / тс |f(x,a,P) = —Re exp -itx-ta exp -i—0K{a) dt,

о I V 2 J)
(5)

где K(a) = a'-l + sgn(l-a), а в случае а = 1

f (x,l, Д) = — Re f exp( - itx - — t - ij3tIn t | Jz. 
я’ о I 2 )

Аналитическое выражение для интегралов (5), (6) невозможно, а их численное вычисление 
весьма затруднительно. Путем преобразования можно получить соотношения для случая

(6)

/(x, a, (J) = j Ua (t, s) exp(- x1 (Z, s))dt, (7)

в случае a = \,0 Ф 0

(8)

где

C7e(^) =
sinl —a(t + s)

( л'} cos — t
12 J

cos — (a-l)Z + as
<2 ) ттак ” Х + & I---- -----т—х------ , Ux(t,0} = ——-—г-ехрЛ I 2 I Л | Icos —Z cos —Z

12 ) 12 J
s = 0К(а)!а .

Для случая х < 0 можно воспользоваться свойством: f(-x,a-/3) = f(x,a,0).
Для заданного набора значений (х,а,Д) можно численно [3] найти значение f(x,a,/3) по фор­

мулам (7), (8).
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