
230 

 

Как видно, ранги матриц )(
~

kk A  и )( kAF  принимают значения 
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ISSS lrrl   

Таким образом, в нашем случае многочлен (2) при 1n  имеет вид 
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В узлах 10, AA  и 2A  функции )(Ak  принимают значения 
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Нормы невязок в средних точках ,01A  02A  и 12A  2/)( jkkj AAA   

)2,1;1,0(  jk  равны 
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Как видим, многочлен (2) при 1n  достаточно хорошо приближает функцию ).(AF   

Алгебраические и экспоненциальные матричные интерполяционные многочлены, аналогичные 

(2), построены также в [1, с. 494] и [3, с. 145]. 
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Химическая реакция HIRES с участием восьми реагентов была предложена Шеффером (1975) 

для объяснения «роста и дифференциации растительной ткани независимо от фотосинтеза при вы-

соких уровнях светового облучения» [1, с. 168]. Соответствующие уравнения имеют вид: 
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 (1) 

и для выдачи были выбраны значения xout = 321,8122 и xout = 421,8122. 

При использовании неявных методов решения задачи Коши на каждом шаге вычислительного 

процесса приходится решать с высокой точностью системы нелинейных уравнений. В связи с этим 

особый интерес представляют итерационные процессы, имеющие не только широкую область 

сходимости, но и, по возможности, более высокую скорость сходимости. В этом случае мы не 

только ускоряем процедуру поиска решения, но и, как правило, уменьшаем вероятность «разболт-

ки» итерационного процесса. Поэтому одной из важнейших задач является решение систем нели-

нейных уравнений. 

Для решения нелинейных уравнений  существует большое количество методов, каждый из ко-

торых имеет свои достоинства и недостатки. Наиболее известным является метод Ньютона. К до-

стоинствам этого метода относят высокую локальную  скорость сходимости. Однако он имеет 

очень узкую область сходимости. Для расширения области сходимости вводят регулятор длины 

шага βn (демпфирующий множитель).  

Одним из эффективных итерационных процессов для решения уравнений  

    nn RRDfxf    ;0  (2) 

при предположениях относительно нелинейного оператора f 

    , è  
1)2( BxfCf D 


,)( Kxf  Dx   (3) 

является следующий итерационный процесс, локально сходящийся с квадратичной скоростью 

[2]: 

Шаг 1. Решается линейная система: 

        ,....1,0  ,1   nxfxxfxxxf nnnnnn  (4) 

Шаг 2. Вносится поправка в вектор xn для определения вектора очередного приближения 

 ,...1,0  ,1  nxxx nnnn   (5) 

Шаг 3. Проверяется окончание итерационного процесса: если   1nxf  – конец просчѐ-

тов (ε – точность решения нелинейной системы), иначе переход на шаг 4. 

Шаг 4. Определяется новая шаговая длина: если    nn xfxf 1 , то βn+1=1, иначе βn пе-

ресчитывается, например, по одной из следующих формул: 
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Как правило, линейная система, решаемая на каждом шаге вычислительного процесса при ре-

шении уравнения (2), является плохо обусловленной, поэтому возможно использование регуляри-

зованного варианта этого процесса [2], в котором на шаге 1 вместо системы (4) решается система 
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            ,...1,0  ,
2

 nxfxfxxfxfxf nnnnnn  (7) 

Решение жѐсткой задачи (1) было проведено неявным методом средней точки, трапеций и не-

явными методами Адамса 3–го и 4–го порядков. Задача решалась на всѐм отрезке [0;421.8122], 

причем шаг h был согласован со значениями корней полинома Чебышева, т.к. для восстановления 

полученного решения использовался отрезок ряда Фурье по этим полиномам. Разбиение отрезка 

производилось следующим образом: весь отрезок интегрирования разбивался на M равных ча-

стичных отрезков. Затем на каждом частичном отрезке задавалась чебышевская сетка и задача ре-

шалась предложенными выше методами. По полученным наборам точек восстанавливались функ-

ции y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7, y8 при помощи полиномов Чебышева. Восстановленные функции под-

ставлялись в исходную задачу, для того, чтобы узнать локальные невязки на каждом отрезке [xik, 

xik+1], 1,0,,1  NkMi , где N – число узлов на каждом частичном отрезке. 

Для контроля решения на каждом шаге вычислительного процесса использовался принцип 

Рунге–Ромберга с точностью 10
–13

. Нелинейная система на каждом шаге решалась с точностью 10
–

15
. Точность решения проверялась по значению 8,1 ,

2
iR

Li : 

   8,1 ,

0

2

2
  idxxRR

outx

iLi , 

где Ri(x)  – невязка на i–ом уравнении системы (1): 

    iiii yxfyxR , . 

Интеграл вычислялся с применением большой формулы средних прямоугольников. 

Результаты эксперимента для метода средней точки, метода трапеций и неявных методов 

Адамса 3–го и 4–го порядков приведены в таблице, в ячейках которой записаны вариации нормы 

невязки в зависимости от компоненты решения. Для восстановления функций 8,1 , iyi  исполь-

зовался полином Чебышева 100–ой степени. 

 

Таблица – Точность решения задачи Шеффера 

 

Метод решения 
Количество точек разбиения отрезка 

1500 3000 7500 

Неявный метод средней точки 
8.2·10

–12 

’3.2·10
–10

 

8.2·10
–12 

’3.2·10
–10

 

8.2·10
–12 

’3.2·10
–10

 

Неявный метод трапеций 
8.2·10

–12 

’3.2·10
–10

 

8.2·10
–12 

’3.2·10
–10

 

8.2·10
–12 

’3.2·10
–10

 

Неявный метод Адамса 3–го порядка 
1.1·10

–12 

’3.2·10
–10

 

1.1·10
–12 

’3.2·10
–10

 

1.1·10
–12 

’3.1·10
–10

 

Неявный метод Адамса 4–го порядка 
1.1·10

–12 

’3.1·10
–10

 

1.1·10
–12 

’3.1·10
–10

 

1.1·10
–12 

’3.1·10
–10

 

 

Как видно из приведенной таблицы неявные методы Адамса являются более точными, но ре-

зультат практически не меняется с увеличением порядка. Обычно это связано с ростом вычисли-

тельных погрешностей при увеличении порядка метода. Поэтому лучшим методом решения дан-

ной задачи из рассмотренных является неявный метод Адамса 3–го порядка, так как он обладает 

наименьшей погрешностью и требует разумных вычислительных затрат. 
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Сегодняшнюю жизнь уже невозможно представить без информационных технологий. Особен-

но быстро их осваивают дети, часто на интуитивном уровне. Одарѐнные дети не всегда открыты 

для окружающих, поэтому информационные технологии придуманы как будто специально для 

них. К сожалению, хорошего математического портала для одарѐнных  детей (и не только для 

них!) в Республике Беларусь на сегодняшний день нет. На отдельных сайтах имеются лишь отры-

вочные сведения и методики, посвящѐнные работе с одарѐнными детьми. Имеется острая потреб-

ность в портале для одарѐнных детей, причѐм и у учителей и у учащихся.  

На стадии проектирования портала возникает необходимость в создании его модели. Ниже 

представлена одна из возможных моделей портала по математике с уклоном на одарѐнных детей, 

которую можно использовать и для других предметов. Модель можно творчески развивать в раз-

личных направлениях [1]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Условно можно выделить ряд блоков. Блок формирования базы заданий по математике позво-

ляет создавать и постоянно пополнять новыми заданиями базу заданий для одарѐнных детей. Блок 

настройки системы тестирования позволяет учителю выполнить настройку системы и передать 

данные настройки на сервер. Блок тестирования позволяет непосредственно осуществлять тести-

рование учащихся. В отдельный блок выделяется методическое обеспечение для учителей и ода-

рѐнных учащихся. Для поиска и частичного выявления одарѐнных детей в области математики 

служит система специально разработанных тестов (интересных для учащихся), а также блок, по-

свящѐнный использованию интеллектуальных игр в математике с уклоном на 4–7 классы. 

Нельзя обойти стороной и занимательную математику: именно она даѐт в большинстве случаев 

стимул для дальнейших серьѐзных занятий математикой. 

Формирование базы за-

даний по математике для 

одаренных учащихся 

Настройка системы тести-

рования и их передача на 

сервер 

Тестирование ода-

ренных детей 

Методическое обеспече-

ние для учителей и ода-

ренных учащихся 

Онлайн олимпиа-

ды 

Занимательная мате-

матика 

Полезные ресурсы 

Математика в интеллек-

туальных играх 

Сервис онлайн 

вычислений 
Система тестов для 

выявления одаренно-

сти 

Веб-сервер 

(PHP, HTML5, JS, 

AJAX, JQUERY, …) 
      ОБЛАКО 

TCP/IP 

Internet 
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